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NOTATIONS ET OBJECTIFS

On note K le corps R on C. :
On désigne par U nn ouvert conncre de K. et par D(a. R) le disque ouvert de centre a et de
rayon R . On convient de poser D(a.+x) = K.

Dans le cas oit K = R, U n'est antre qu'un intervalle ouvert et D(a. R) est I'intervalle ouvert
la = R.a+ R[: on note alors CP(17) I'ensemble des applications de 1" dans C, p [ois continument
dérivables (p étant un entier au moins égal a 1).

Dans le cas ot K = C, on note H(I’) = C'(U’) 'ensemble des applications holomorphes de U
dans C.

C‘oncernant une fonction f holomorphe sur un ouvert connexe U7 de C, on dispose des résultats
suivants que I'on nc demande pas de démontrer :

A) Si l'ouvert U7 est convere, et si a appartient & [’, f admet une primitive I" et une seule
sur " telle que F(a) = 0.

B) La fonction [ est est indéfiniment dérivable sur U/. En outre, pour tout point a de U/, en
notant R le rayon de convergence de la série de Taylor de f au point a, on a:
sil"=Calors R = 4oc ,
si " # C alors R est égal & la distance de a au complémentaire de U/ ,
dans les deux cas la somme de la série de Taylor de f au point a est égale a f sur D(a, R).
En particulier, pour tout entier p > 1. on a CP(U') = CY(U).

(') Si I'ensemble des zéros de f posséde au moins un point d’accumulation dans U7, alors f
est nulle sur 7.

(‘onsidérons a nouveau le cas général (K = R ou C). On appelle point critique d'un élément
[ de CY(U) tout zéro de f'.

Onnote C'(f)={x € U | f'(x) =0} I'ensemble des points critiques de f .

Etant donnés f appartenant & CP({7), avec p > 3, et r un point non critique de f, le schwarzien
de f au point r est défini par

SO G IR Y A A(CIA N
St =755\ Tin )
J'te) 2\ ()
Etant dounés a,b,c.d quatre nombres complexes tels que ad — be #bﬂ, lorsque 17 est inclus
. d ops s ' : ! _ar +
dans K\ { — £}, on définit une homographie h sur U par h(z) = PR

Dans la partie I on étudie le lien entre le schwarzien et les homographies.

Dans la partie Il on étudie le lien entre le schwarzien et le birapport.

Daus la partie 11l on étudie les fonctions univalentes sur le disque-unité de C.
Dans la partie IV on étudie I'injectivité des arcs plans au moyen du schwarzien.
Dans la partic V on utilise le schwarzien pour caractériser les fonctions univalentes.

Les parties 11 et 111 sont indépendantes.
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Partie I : SCHWARZIEN ET HOMOGRAPHIES

1°) Soient {7 un ouvert connexe de K et f un élément de C*(17). V" un ouvert conyexe de C ot
‘g un élément de H(17), et soit x un point de I7 non critiqne pour f, tel que f(.r) apparticnne a
I et ne soit pas critique pour g. Les hypothéses formulées sur r peuvent s'écrire aussi :

reU\NC(S) et J(x)e V' \C('(qg).
a] Mountrer que r n'est pas un point critique pour g o f.
b] Exprimer S,o/(7) en fonction de Sy(f(z)), Sy(z) et f'(x).

°) Soient a.b,e,d quatre nombres complexes tels que ad — be # 0 et h I'homographie définie

ar + b
surK\{——%} par h{z) = S

a) Calculer Su(r) pour tout r # — % .

[ ]

b] Soit une fonction f appartenant a C3(U7). Calculer Shos(r) pour tout point z de U \ C'(f)
tel que f(z) # - g :
c] On suppose dans cette question que K = C. Calculer Syox(z) pour tout élément z de K
différent de —g et tel que h(x) appartienne a U/ \ C'(f).

3°)
a] Ou suppose dans cette question que [’ est un intervalle ouvert de R . Soit J appartenant
4 C*(U') et ne s'annulant pas sur /. Montrer qu'il existe ¢ appartenant a ('I{U) telle que pour

tout r de {/ on ait  f(z) = exp(¢(x)) (on considérera une primitive de 7 ).

b] On suppose dans cette question que U est un disque ouvert D(zo, R) de C. Soit une fonction
[ appartenant a C'(I’) et ne s'annulant pas sur I/. Montrer qu'il existe ;» appartenant 3 C'(I7)
telle que pour tout élément = de U7 on ait  f(z2) = exp(p(z)).

c] En déduire, dans chacune des deux situations envisagées en 3°a et 3°h, I'existence de 1*
appartenant a C*(U) telle que f = 2.

4°) Dans la suite de cette partic on suppose que U/ est un ouvert connexe de K ot on considére
une fonction f appartenant a C3(U7).
a] Moutrer que {7\ ('(f) est un ouvert de K.
b] Soit un disque ouvert D C U\ C'(f). Montrer qu'il existe une application ¢ appartenant a
C*(D) telle gue Fon ait g(z)*f'(z) = 1 pour tout élément = de P,
" '
=2g9"(z)
Tg(z)

5°) On suppose dans cette question que Sy est nulle sur U\ ('(f).

c] Montrer que f'on a Sy(z) = pour tout z appartenant a D).

a] Soit un disque ouvert D C [7\ C'(f). Montrer que la restriction de J a D est une homographie.
b] En déduire que ('(f) est vide et que f est une homographie sur 7.

6°) Soient des nombres complexes A of w tols que A = —2w? .
a] On suppose que Sy(z) = A pour tout z appartenant a U7 \ C'(f). Soit un disque ouvert

D CUNCS). Montrer que si le diamétre de D ost assez petit, alors il existe une homographie
h telle que I'on ait f(x) = h(€2#7) pour tout élément » de D).

b] Montrer que Sy est constante ot égale & A sur U7\ ('(f) si, et seulement si les denx conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) L'ensemble C'( f) est vide ;

(ii) il existe une homographie A telle que 'on ait f(x) = h(c2%) pour tout élément z de I7.

c] Applications. Calculer 5 lorsque U/ = R et f(z) = Arclanz. ol lorsque U7 =] — 1, 1] ot
fr)=Argthr.
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Partie II: SCHWARZIEN ET BIRAPPORT

Dans cette partie on met en évidence un lien entre schwarzien et birapport. On rappelle que

le hirapport de quatre nombres complexes a.b, ¢, d deux i deux distincts est défini comme
c-a d-b
[a.b.c,d) = =k e

On considéere un ouvert {7 de K et un élément f de C*({"). Etant donnés a, b, c,d quatre points
deux 3 deux distincts de U, tels que f(a), f(b), f(¢). f(d) soient deux a deux distincts, on définit
[f{ﬂ},f(b),!{(‘), f(d)]

[a,b.c.d] )

1°) On considére un point rg appartenant a U\ C(f).

Ri(a.b,e.d) =

a] Montrer qu'il existe une homographie h unique. définie sur un voisinage de g, et telle que

I'on ait h(xe) = f(re), h'(xe) = f'(70), h"(x0) = f"(20).

b] Exprimer (f = h)®)(xg) en fonction de ['(zo) et de Sy(x9).

c] Onposeg=h"'of.Exprimer g'(zo). g"(z0). 9'*(70) en fonction de f'(ro) et de Sy(ra).
2°)

a] Soit h une homographie. Comparer Rjor(a,b,c,d) et Ry(a.b.c.d) lorsque ces nombres sont

définis.

b] Soient a(t).b(t).c(t).d(t) quatre fonctions définies et de classe C? sur un voisinage de 0 dans
R . On suppose que a(0) = b(0) = ¢(0) = d(0) = 2z € U \ ('([) et que a'(0). b'(0). ¢'(0), d'(0)
sont deux & deux distincts. Montrer que R(a(t).b(1),c(?).d(1)) est bien défini pour ! non nul et
assez proche de 0, et tend vers | lorsque { tend vers 0.
/<c] Montrer que 'on a
Ry(alt),b(0), e(t).d(1)) = 1 + (a(t) = B() (c(1) = d())§7(=) + 0 (1*) -
3°) Dans la suite de cette partie on suppose que K = R. On considére une fouction f appartenant
a C3(U'), a valenrs réclles, ot n'ayant qu’un nombre fini de points critiques.
On dit que [ possede :
- la propriété R sur U si pour tous éléments xy. . vy ay de U tels que ry < rg < 3 < Iy
et que f n'ait aucun point critique dans [ry, 4] on a
R;{x;.rg,n..r.g} <1,
la propriété S sur U si Sy est strictement négative sur U\ C'(f).
On étudie, dans cette question. la stabilité des propriétés R et S par composition.
a) Soit deux fonctions f et g, telles que f ait la propriété R sur U et g ait la propriété R sur
1", avee f(I') C U'. Montrer que go f a la propriété R sur U'.
b] Soit deux fonctions p et g. telles que p ait la propriété § sur U et g ait la propriété Ssur [,
avec p(I") C U''. Montrer que g o p a la propriété S sur [,
4°)  On se propose, dans les questions 1° et 5°, de montrer que les propriétés R et S sont
équivalentes.
On suppose, dans cette question, que f a la propriété R sur U,

a] Montrer que l'on a Sy(r) < 0 pour tout r appartenant al'\C(f).
b] Moutrer que l'on a C'(f) = C(f + ¢f*) pour tout ¢ > 0. Calculer Spq s .

)g'c] Fu déduire que f a la propriété § .
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5°) Soit f ayant la propriété S. On pose, pour tout = appartenant 3 U\ C'(f), g(2) = -—m
a] Exprimer ¢"(z) en fonction de g(z) et de Sy(z).
b] Montrer que |f'| ne peut présenter de minimum local en un point de U/ \C'([).
¢] Soient zy.7;.r3,z4 des points de I/ tels que zy < 73 < 73 < 74, et que [ n'ait pas de point
critique dans [ry,z4]. On suppose aussi que I'on a Ry(zy,72.73.24) 2 1. Montrer qu'il existe

une homographie h, telle que I'on ait h{ f(zx)) = zx pour k = 1,2.4. Montrer que le péle de h
n'appartient pas & f([zy.24]).

d] Dans les conditions de la question précédente, on pose ¢ = h o f . Montrer I'inégalité
9(x3) < 73.

e] Couclure,

6°) On suppose enfin que f est une fonction polyndémiale & coefficients réels, telle que le
polyndme f' ait toutes ses racines réelles. Montrer que f a la propriété R sur R.
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Partie [I1 : FONCTIONS UNIVALENTES

Dans cette partie on prend K = C.
On dit qu'une fonction holomorphe sur U/ est univalente si elle est injective sur {7
On dit qu'une fonction f holomorphe sur {7 est localement univalente si. pour tout point zo
de U, il existe un disque onvert 1) de centre zg ot inclus dans U7 tel que la restriction de f & D
soit univalente,
On note
(', le cercle de cenire 0 et de rayon r,
D, le disque ouvert de centre 0 et de rayon r.

1°)

a] Déterminer les images de ("y et Dy par 'homographie ¥(z) =

T

s

b] Soient a appartenant 3 Dy et 4 appartenant & ('; . On note &, ,
C\ {—é-} par

‘homaographie définie sur

00.'\"(:): 11 —ﬁ--" :

Montrer que @, . induit une bijection de D; sur lui-méme.

c] Soit h une homographie définie sur D; qui induit une bijection de D, sur lui-méme. Montrer
qu’il existe un élément (a,7) et un seul de Dy x ('} tel que 'on ait h = @, ., .

d] On considére encore h = &, .. Exprimer, pour tout point =z de Dy, |h’(z)|? en fonction de
[h(2)|* et de |z|%.

2°) Dans cette question on étudie un exemple de fonction univalente sur Dy .

20
On pose k(2) = ¥ nz" pour tout élément z de D .

n=1

a] Exprimer k(z) en fonction de ¥(z).
b] En déduire que k est univalente sur D; et déterminer I'image de Dy par k.

3°) Soit f appartenant & H(I’) . Dans cette question on identifie {7 & un ouvert de R? en
identifiant un nombre complexe z = r + iy au point (r.y) de R%. On considére les fonctions
P,Q, F définies pour tout (z,y) de U par

P(r.y)=Re(flz +1y)) Qlz.y)=Im(f(z+iy)) Flz.y)=(P(z,y).Q(z.y)).

a] Soit un point z = 7 4 iy de /. Déinontrer que le jacobien de F au point (r,y) est égal 2
/')
b] On suppose que f n'a pas de point critique. Montrer qu'elle est localement univalente.

c] On suppose encore f n'a pas de poiut critique. Montrer que pour tout ouvert V' inclus dans
[" 'image de V" par f est un ouvert de C.

4°)  Soit une fonction f holomorphe sur U7, non constante et possédant un point critique 2.

a] Montrer qu'il existe un voisinage ouvert ) de zo, un nombre entier p > 2. un nombre complexe
jt non nul et une fonction g appartenant & H(D) tels que g'(z9) = 1 et f(z) = f(z0)+ p(g(z))?
pour tout peint = de D.

b] En déduire que f n'est pas localement univalente.
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Partie IV: SCHWARZIEN ET ARCS SIMPLES

Dans cette partie on prend K = R.

On considere une fonction f de C*( ') ne possédant pas de point critique.

On note F l'application de [7 dans R? définie par F(f) = (Re(f(1).Im(f(1))) . Cette appli
cation définit un arc paramétré plan; dans cette partie on met en évidence diverses conditions
suffisantes pour que cet arc soit simple. c’est-a-dire injectif.

On pose

Im (f'{!.)f"{!))
Kk(t) = |f'{f]l‘1
1°) Démontrer que si k(1) # 0 alors ;c_}ﬁ est égal au rayon de courbure de I'arc paramétré défini

par F.

2°) Calculer #'(1) en fonction de Im Sy() et | f'(1)].

3°) Caractériser I'image de F si S; ne prend que des valeurs réelles.

4°) Soit p une fonction continue sur I, & valeurs complexes, et u appartenant a C3(17) telle que
" +pu=0.
a] Soit 8 un nombre réel appartenant a | — 3+ +5[. On suppose, dans cette question, que I'on a
Re(¢*p(t)) < 0 pour tout t appartenant a 7. Montrer que si « s'annule en deux points distincts
de U, alors elle est nulle en tout point (on pourra intégrer la fonction @u").

b] On suppose. dans cette question, que Im p(f) ne s’annule pas. Montrer que si u s'annule en
deux points distincts de {7, alors elle est nulle en tout point.

5°)
a] On suppose, dans cette question, qu'il existe § appartenant a ]-—-;—.-1—;:-[ tel que 'on ait

Re(¢/%5,) < 0 sur U. Montrer que f est injective.
Indication : en supposant d'abord que f s"annule en deux points distincts a et b. on construira
u appartenant a C*(U'), telle que u® f' = 2.

b] On suppose, dans cette question, que I'on a Im(Sy) < 0 sur U'. Montrer que f est injective.

6°) On suppose, dans cette question, que U/ =] - 1,1[. Soit 8 appartenant a | - %, +%[ ol & un
nombre réel strictement positif. On suppose que pour tout { de [/

_ : 2
lle(f-'a.ﬁ'f(!)) < 2(1 + 8%)cos @

() =1)?
Montrer que la restriction de f & |- th 5’%. th -;—';-ﬁ-[ est injective.
Indication : on pourra introduire g(a) = th()\_fi-'.%&i_i') ot utiliser la question 16°¢.
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Partie V: SCHWARZIEN ET UNIVALENCE

Dans cotte partie on prend K = C. On note
S5 l'ensemble des fonctions univalentes sur 1y,

51 Uensemble des fonctions f univalentes sur 1y \ {0}, ot telles que lin(}} £f(z)y=1,
o

1°)  Soit une fonction f holomorphe dans Dy, n'ayant pas de point critique. On suppose qu’il
21 +6%)
I . (4 =8 .
se propose de déterminer des disques ouverts ot f est univalente. Soient z; et zp deux points
distinets de 1.

existe un nombre réel & > 0 tel que I'on ait |5,(z)| < pour tout point 2z de Dy . On

- sl + 22|

1+ |z122]
b] Montrer qu’il existe un point a de Dy et un point 5 de (') tels que &, .(z;) = 0 et que
I =&, (=) soit un nombre réel appartenant a l'intervalle 0, 1[.

a) Montrer que

__132

c] Ou conserve les notations de la question précédente, et on pose s = % Argtht; on considére

Fhomographie h = ®,3,,4 0 ®, . Calenler h(z;) et h(z3): en supposant, de plus, que z; el z,

apparticnnent au disque Dy, & . montrer que s < .
' 54 26

d] Montrer que f est univalente sur le disque Dy, = .
26

e] Etudier le cas on 8 = (.
f] Pour tout = de Dy on pose

i
[[:}:'(%_-i_-_g) =exp(idin¥(z))

(W a été vue au HII%a). Montrer-que F est holomorphe dans Dy, calculer le schwarzien Sp . et
vérifier que I est univalente sur le disque ouvert D, si et seulement si r < th ;2’% .

2°)  On considere, dans cette question, une fonction g appartenant a Sy .

4 fe—

+ Z by, s,

n=0

a)  Montrer que le développement de g en série de Laurent est de la forme g(z) =

=]
Montrer que le ravon de convergence de la sériec 3 b, z" est au moins égal a 1.

n=0
b] Soit I appartenant & S, telle que F(0) = 0 ot F'(0) = | . Montrer que g = }]— appartient a
Sy . En éerivant le développement de g sous la forme indiquée a la question précédente, calenler
by en fonction de Sg(0).

c] On introduit, pour tout r appartenant a J0, 1[, les enscmbles
U= {91/ 1] = 1) = g(Ch) .
Er={g(z)/r<]z]<1}.
Fr={ag(:) [ 0<|zl<r}=g(D.\{0}).
On note A le complémentaire dans C de I'image de g.
Montrer que F, est ouvert et que A est fermé,
Moutrer que ] contient le complémentaire d'un disque ; en déduire que .U A est borné,
Montrer que la frontiore de E,UA est I',.. '
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d] Calculer / 9(2)g'(z)dz , le cercle (', étant parcouru dans le sens direct.

e] On note r(r) l'aire de I'ensemble E, U A. Justifier 'existence de r{r).

f] On admettra. selon le théoréme de Green-Riemann appliqué a F. U A et & sa frontiére I',.
que v(r) peut se calculer & I'aide d'une intégrale curviligne le long de I', suivant la formule

v(r) = |%/ (v dy - yd,r}’ :

Montrer que »(r) = ¢(r)u(r), avec £(r) = +1 et w(r) = r(r"2 = Z N[anT‘!") .

n=1

g] Etudier le signe de w(r) et en déduire que £(r) = 1 pour tout r.

.l
h] Montrer que 3~ alb,|2 < 1.

n=1
3°)
a] Soit f appartenant 3 S et @ appartenant a D) . On pose
(1-la]*)f'(a)
z+a '
f(ﬁ: + l) = {la)
Mantrer que g est bien définie sur D; \ {0} et gu'elle appartient & S,.

g(2)=

b] On développe g en série de Laurent. sous la forme g(z) = ~£— + f: b, =" . Exprimer by en
fonction de a et Sy(a). "=
c] En déduire que I'on a [Ss(2)] € (_I_:(}iﬂ_-‘-}‘— pour tout = de D, .
(C‘omparer ce résultat avee celui de la question 1°d de cette partie.



