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composition de mathématiques générales

Durée : 6 heures

Avertissement : Les trois premiéres parties sont indépendantes. On y
établit des résultats utilisés dans la quatriéme partie.

Notations et définitions.

On désigne respectivement par N, Z, Q, R, et C, ’ensemble des entiers naturels,
I'anneau des entiers relatifs, le corps des nombres rationels, le corps des nombres réels et
le corps des nombres complexes.

On désigne par | z | le module du nombre complexe z. Si k et [ sont des entiers positifs
ou nuls, avec k < I, on désigne par (,I:) le coefficient binémial TTIIL—kT' Par convention,
0! =1.

Soit A un anneau. Si p et ¢ sont des entiers strictement positifs, M, ,(A) désigne
I'ensemble des matrices & p lignes et & ¢ colonnes a coefficients dans A. Lorsque p = ¢, on
allege la notation en Mp(A).

Soit B € M, 4(A). On désigne par 'B la matrice transposée de B.

Pour p > 1, on munit R? de sa structure euclidienne canonique, et on désigne par || ||

la norme euclidienne: si
Iy

Tp

alors || z || = (30, z:%)}.

Soit B € M, (R). On munit R? et R? de leurs bases canoniques; B détermine
alors une application linéaire de R? vers RY, et on désigne par || B || la norme de cette
application linéaire pour la norme euclidienne sur R? et RY. Autrement dit,

| B ||= max || Bz ||.

llz||=1

Premiére Partie: Spectre des matrices positives.

Définitions: Soient m et n des entiers strictement positifs.

(1) On dit qu'une matrice rectangulaire A € M, o(C) est positive (resp. strictement pos-
ttive) si tous ses coefficients sont des réels positifs ou nuls (resp. strictement positifs).
En particulier, pour n = 1, on dit qu'un vecteur de C™ est positif (resp. strictement
positif) si toutes ses coordonnées sont des réels positifs ou nuls (resp. strictement
positifs).

Mise en garde:
On prendra garde a ne pas confondre cette notion avec celle de matrice d’un endo-

morphisme symétrique réel & valeurs propres positives.

;




2 AGREGATION DE MATHEMATIQUES
Math Géné 2/10

(2) On dit qu'une matrice carrée A € M,(C) est réductible s'il existe une matrice de per-
mutation (c’est-a-dire une matrice possédant un seul coefficient non nul dans chaque
ligne et dans chaque colonne, ce coefficient valant 1) P € M,(C) telle que P.A.P~!

soit de la forme:
B O
C D

ou B et D sont des matrices carrées, et O est la matrice nulle de format correspondant.
Autrement dit, A peut étre mise sous cette forme en effectuant une permutation sur
ses lignes et 14 méme pérmutation sur ses colonnes.

(3) On dit qu’une matrice carrée est irréductible si elle n’est pas réductible.

1. Soit A € M,(C) une matrice carrée positive irréductible et soit y € C™ un vecteur
positif non nul .
(a) Soit z = (I + A)y. Montrer que z est un vecteur positif et que le nombre de
coordonnées nulles de z est strictement inférieur au nombre de coordonnées nulles
de y.
(b) Montrer que toutes les coordonnées de (I + A)" "'y sont strictement positives.
(c) Montrer que la matrice (I + A)"~! est strictement positive.

2. Soit A € M,(C) une matrice carrée positive irréductible. On appelle a;;, 1<14,j <
n ses coefficients. Pour

I
T = eCn
Tn
on appelle (Az)y,...,(Az), les composantes du vecteur Az.
(a) Soit
I
I =
xﬂ
un vecteur positif non nul . Soit I C {1,...,n} ’ensemble des indices ¢ tels que
z; # 0. On pose:
. (Az);
r(z) = min (Az)i
€l

Montrer que r(x) est le plus grand réel p tel que: Vi =1,...,n, pz; <(Az);.
(b) Montrer que la restriction de la fonction r & ’ensemble Q% des vecteurs dont
toutes les coordonnées sont strictement positives est continue.
(c) Soit
T n
E={z= eC”|Vi=1,...,n xiZO,Zz?=1}.
Ty 1=1
(i)Montrer que I'image de E par (I + A)"~! est une partie compacte non vide de
Q7. On note F cette image.
(ii) Soit z € E et y = (I + A)"'z. Montrer que r(z) < r(y).
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(iii) Montrer que la fonction z +— r(z) définie sur E (resp. sur F) y atteint sa
borne supérieure et que:

max r(z) = maxr(y).

max r(z) max (y)

(iv)On appelle r la borne supérieure introduite en (iii).
Montrer que r est strictement positif.

On garde la notation introduite dans (¢)(iv) dans les questions (d), (e), (f) et (g).

(d) Soit z € E tel que r(z) = r. Montrer que z est un vecteur propre de A, de valeur
propre r.
Indication: On pourra considérer le vecteur t = (I + A)"~ !z et montrer que si Az — rz
n’est pas nul, alors At — rt est un vecteur strictement positif.

(e) Montrer que si z € E satisfait & r(z) = r, alors toutes ses coordonnées sont
strictement positives.

(f) Soit a une valeur propre de A, et

Y
y=]: |ecC”
Yn

un vecteur propre de valeur propre a. Soit

| y1 |
Y+ = :
| yn |
Montrer que le vecteur Ayy— | & | y4+ est positif, puis que | o |[< 7.

(g) Montrer que la dimension du sous-espace propre associé & la valeur propre r est
1.
Indication: On pourra commencer par montrer que pour tout vecteur propre y de valeur
propre r, le vecteur y, défini comme ci-dessus est encore un vecteur propre de valeur
propre r.

3. Soit A € M,(C) une matrice carrée positive irréductible. Montrer que A ne peut pas
posséder deux vecteurs propres positifs linéairement indépendants.

4. Soient A = (a; ;) € Mp(C) matrice carrée positive irréductible et B = (b; ;) € Mp(C)
telle que:
v i,jE{l,...,n} |b.~,j|§a,-,j.

On appelle r la valeur propre positive de module maximal de A (cf 2.).

(a) Montrer que si v est une valeur propre de B, alors | v |<r.

(b) On suppose de plus que B est positive et que B # A. Montrer que si v est une
valeur propre de B, alors | vy | < r.
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5. Soit A € My(C) ume’ matrice carrée strictement positive (on notera que A est
irréductible), et soit r la valeur propre positive de module maximal de A. Montrer

que sl a est une autre valeur propre de A, on a: |a |[< .

6. Soit A € M,(C) une matrice positive telle qu’il existe un entier p > 1 tel que AP soit
strictement positive.
(a) Montrer que A est irréductible.
Soit r sa valeur propre positive de module maximal.
(b) Montrer que pour tout autre valeur propre a de A on a :| a [< 7.

7. On dit qu’une matrice rectangulaire B € Mm »(C) est non redondante si aucune de
ses lignes ni aucune de ses colonnes n’est nulle.
Une matrice non redondante B € My, ,(C) est dite décomposable s'il existe des ma-
trices de permutation P € M,(C) et Q@ € Mn(C) telles que P.B.Q soit de la forme:

B'" O
O BII
ou B’ et B sont des matrices rectangulaires.
Une matrice rectangulaire B est dite indécomposable si elle est non redondante et n’est

pas décomposable.
(a) Soit B € M, 2(C) et posons:

C = (t% g) € M(C), avecl = m + n.

Montrer que B est indécomposable si et seulement si C est irréductible.
(b) Soit B € M, o(R) une matrice a coefficients réels positifs ot nuls.
Montrer que si B est indécomposable alors B'B et ‘BB sont irréductibles et

satisfont a la conclusion de 6.(b).

Deuxiéme Partie: Algébres de matrices.

Définitions, notations, rappels:

Soit K un corps. On rappelle qu'une K-algébre associative avec unité est un K-
espace vectoriel (4, +,.) muni d’une structure d’anneau avec unité (4, +, x) , tel que les
lois de groupe abélien (A, +) soient les mémes pour les deux structures, et que la loi de
multiplication X de la structure d’anneau soit une application K-bilinéaire de A x A vers
A. Soient A et B des algebres associatives avec unité. Un morphisme d’algébres de A
vers B est une application K-linéaire de A vers B qui est de plus un homomorphisme
d’anneaux avec unité. Soit A une algébre associative avec unité; une sous-algébre de A est
un sous-espace vectoriel qui est aussi un sous-anneau qui posséde le méme élément unité
que A. Dans la suite du problemg, K est R ou C, et, lorsque le contexte est clair, on parle
simplement d’algebre associative avec unité, ou méme d’algébre associative.

Soit A une algébre associative, N une partie de A, a et b des éléments de A. On
désigne par aNb I’ensemble des éléments de A de la forme anb, o n décrit N.

Soit A une algebre associative. On dit qu'un élément p de A est un idempotent s'il
satisfait &: p? = p. Un idempotent central est un idempotent qui appartient au centre de
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A, c’est-a-dire qui commute a tout élément de A. Soit n un entier supérieur ou égal a 2;
on dit que des idempotents py, ..., p, sont orthogonaux s'ils vérifient: pour i # j, p;p; =
pjpi =0.

Soit M une algebre de matrices (i.e M = M,(K), oi K est un corps) et S une
partie de M. On appelle commutant de § dans M, et on le note S’ ou C(S), I'ensemble
{meM|ms=sm VseS}.

On désigne par M l'algébre M,(C). Pour 1 <4,j < n, on désigne par E; ; la matrice
dont le seul coefficient non nul est celui situé & l’intersection de la i-éme ligne et de la j-éme
colonne et vaut 1.

1. (a) Soit J un idéal bilatére non nul de M. Montrer que J = M.
Indication: si z # 0 est dans J, on pourra considérer les éléments E; ;zE;;, 1 < i,5,l < n.

(b) Quel est le centre de M ?

2. Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie m. On désigne par End(V)
’algébre des endomorphismes de V. Soit p: M — End(V) un morphisme d’algebres
avec unité.

(a) Soit, pour ¢ = 1,...,n, V; 'image de p(E; ;). Montrer que V = @7, V..

(b) Montrer que si k # j, la restriction de p(E, ;) & Vj est nulle, et que la restriction
de p(E; ;) a V; définit un isomorphisme de V; sur V.

(¢) On pose d =dim(V}), et on fixe une base(e;,...,eq4) de V;. Pourtout k = 1,...,d,
soit Wy le sous-espace vectoriel de V engendré par les éléments:

p(El,l)ek, p(EZ,l)eka vy p(En,l)ek-

(1) Montrer que pour tout k = 1,...,n, Wy est un sous-espace vectoriel de di-
mension n, dont les éléments ci-dessus forment une base.

(ii)Montrer que Vz € M, p(z) envoie Wi dans W). On notera alors pi(z)
I’endomorphisme de Wy donné par la restriction de p(z) & Wi.

(i11))Montrer que dans la base décrite au (1), la matrice de pi(z) est z.
(iv)Montrer que V = G}LIVV;C.

(v)Montrer que dans la base de V obtenue en écrivant & la suite les unes des
autres les bases respectives de W, ..., W, évoquées au (i), la matrice de p(z) est
la matrice diagonale par blocs:

r O 0
0 =« 0
0O ... ... =z

(d) Soit p : Mp(C) = M, (C) un morphisme d’algébres avec unité. Montrer que p
est injectif et que m est un multiple de n.

3. On conserve les notétions du 2.
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(a) Soit A un endomorphisme de V qui commute avec tous les p(z),z € M. On
considére sa matrice dans la base du 2.(c)(v), que I'on écrit comme une matrice
par blocs: '

Ay ... Ay
Adl e Add
ou les A;; sont des matrices carrées dans M,(C). Montrer que chaque matrice
A;; est une matrice scalaire.
(b) Montrer que ’ensemble des endomorphismes de V' qui commutent avec tous les
p(z), z € M ,que l'on note p(M)', est une sous-algébre de End(V') isomorphe &

I’'algebre des matrices My(C), et que P'ensemble des endomorphismes de V' qui
commutent avec tous les éléments de p(M)' est exactement p(M).

4. Soient Ay, As,...,Am des algébres de matrices (i.e chaque A; = My, (C) pour un
entier nj > 1). On rappelle que la formule suivante permet de munir le produit
N = A; x Ay x .-+ X A, d’une structure d’algebre associative avec unité:

(al,...,am).(bl,...,bm)=(albl,...,ambm). 6.
Pour j=1,...,m. onnotei; : A; » N, 7,;: N — A; les applications données par:
t;(a) =(0,...,0,a,0,...,0) (afigureenposition j)

Ti(a1,...,8m) = aj.

Ce sont des morphismes d’algébres avec unité, respectivement injectif et surjectif. On

identifiera 4; avec son image ij(A4;) dans N, si bien que N = &L, 4; et que 7;

s'identifie a la j-éme projection de cette décomposition en somme directe. On dit que

N est une somme directe d’algébres de matrices.

Dans la suite, lorsqu’on considérera une somme directe d’algébres de matrices ©J.;4;,

on la considérera toujours munie de la structure d’algébre associative avec unité

provenant de I'identification de @i 4; avec Ay X Az X -+- X An.

On note I; I’élément unité de 4;, et p; son image dans N par i;.

(a) Montrer que py,...,p, sont des idempotents deux a deux orthogonaux, de somme
égale a I’ élément identité de N. ¢

(b) Déterminer le centre de N.

(¢) Déterminer les idempotents centraux de N.

(d) Ondit qu’'un idempotent central p de N est minimalsi pour tout autre idempotent
central ¢ de N tel que pg # 0, on a : pg = gp = p. Déterminer les idempotents
centraux minimaux de N,

5. Soit N = @2, Aj comme au 4., et W un espace vectoriel complexe de dimension finie.

Soit p : N — End(W) un morphisme d’algébres avec unité supposé injectif.

(a) Pour tout j = 1,...,m, on appelle W; l'image de p(p;). Montrer que W =
@;'LIW]'.

(b) Soit y un élément de p(A4;). Montrer que, pour k # j, y agit par 0 dans W, et
que y envoie W, dans lui-méme.
Ceci permet, pour chaque j = 1,...,m, de considérer la restriction de p & A;
comme un morphisme de A; dans End(W;,), encore noté p.

-
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(c) Montrer que ce morphisme A; — End(W;) est injectif, et qu’il existe une base
de W; telle que, pour tout  dans Aj, la matrice de p(z) dans cette base est une
matrice diagonale par blocs:

- O8
8
o

0 ... ... =z
On appelle d; le nombre de blocs.
(d) On note C(N) l'ensemble des endomorphismes de W qui commutent & tous les
p(z),z € N. Montrer que C(N) = &]L,p(p;)C(N)p(p;)-
(e) Montrer que C(N) est isomorphe a la somme directe d’algébres de matrices
@ﬁlMd,(C) \
(f) Montrer que I’ensemble des endomorphismes de W qui commutent a tout élément

de C(N) est p(N).

6. Soient A = M,(C), B = Mn(C) et p: A — B un morphisme d’algébres avec unité,
p est donc injectif (cf. 2.(d)). Pour tout élément z de A, on note encore r son image
p(z) dans B.

(a) Soit ¢ un idempotent non nul de A.
(i) Montrer que ¢gAq et ¢Bq sont isomorphes a des algebres de matrices.
(i1)Soit C(A) le commutant de A dans B. Montrer que le commutant de gAg
dans gBq est ¢qC(A)q.

(b) Soit ¢ un idempotent non nul de C(A).
(i) Montrer que l'application de A dans ¢Aq envoyant z sur gzq est un isomor-
phisme d’algebres avec unité. (
(ii)Montrer que le commutant de gAg dans qBgq est ¢C(A)qg.

Troisiéme Partie: Normes des matrices a coefficients entiers.

Dans 'anneau Z[Xy, ..., X,| des polynémes & n indéterminées et i coefficients entiers,
on désigne par oy,...,0, les polynémes symétriques élémentaires, c’est-a-dire:

o=Y Xi, o2= Y XXj, ... ,0n=X1Xs...Xn.
1=1

1<i<j<n
On rappelle que si P € Z[X},...,X,] est un polynéme symétrique a coefficients entiers,
alors il existe un polynéme @ & coefficients entiers tel que:

P(X1,...,Xn) = Q(01,...,00).

. Soit n un entier strictement supérieur 3 1, et sotent wy,...,w; € C les racines primi-
tives n-iemes de 'unité. On pose:

{

Qn(X) = J](X - wy).

=1
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On rappelle que @, est un polynome a coefficients entiers, qui est irréductible sur Z.

On désigne par U ’ensemble des polynémes a coefficients entiers et de coefficient
dominant égal a 1, c'est-a-dire ’ensemble des polynémes de la forme:
PX)=X'—a; X'+ ...+ (=D0aj,avec ¥i=1,...,1 a; €Z.

1. (a) Soit P € U. On suppose que toutes les racines complexes de P sont dans le disque

fermé unité centré en 0. On pose P(X) = X'—a,; X' 4+ ... 4+ (=1)'a;. Montrer que:

VE=1,...,1 |ax]< (2)

(b) Soit I un entier positif ou nul fixé. Montrer que ’ensemble des polynémes appar-
tenant & U, de degré | et dont toutes les racines complexes sont dans le disque
fermé unité centré en 0 est un ensemble fini.

(c) Soit P dans I'ensemble fini décrit au (b). On appelle y;,..., ses racines com-
plexes. Pour tout entier positif ou nul k, on définit un polynéme Pj par:

1
Pi(X) = H(X — ).

(1) Montrer que Yk € N, P est un polynéme a coefficients entiers.
(11)Montrer qu’il existe deux entiers strictement positifs distincts j et k tels que:
P ;= P k-

(111) En déduire que toutes les racines de P sont des racines de I'unité.

(d) Soit P un élément de U. On suppose que toutes les racines complexes de P sont
en fait réelles et contenues dans 'intervalle [-2, 2]. Montrer que ces racines sont
de la forme 2cos(27r), ou 7 est un rationnel.

Indication: On pourra considérer Q(X) = X'P(X + <) (o1 [ est le degré de P), montrer
P , X &
que () est un élément de U et qu’on peut appliquer (c).

(e) (i) Soit n un entier strictement positif et w € C une racine primitive n-iéme de
['unité. Soit L C C l’extension de Q engendrée par w. Soit p € C une autre
racine primitive n-iéme de 'unité. Rappeler pourquoi il existe un automorphisme
Q-linéaire du corps L qui envoie w sur p .

(ii) Soit P un polynéme a coefficients entiers. On suppose que P posséde une
racine de la forme A = 2cos(27r§), ou p et ¢ sont deux entiers premiers entre eux.
Montrer que 2005(27") est aussi une racine de P.

(iii) Soit P un élément de U, de degré [, et différent de X'. On suppose que toutes
ses racines Aj,...,A; sont réelles et dans I'intervalle ouvert |-2, 2[. Montrer qu'’il

existe un entier ¢ > 3 tel que:

max{| X ,j=1,...,1} = 2cos(§-).

2. (a) Soient m et n des entiers strictement positifs. On pose | = m + n. Soit B €

M. »(R). On pose:
0 B
Cz(tB 0>EM1(R)
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Montrer que:
1
| Bll=|l ‘Bll=lI C|l=| B'B{|* = || ‘BB ||®.

(b) Soit B € M, o(Z). Montrer que soit || B || est de la forme 2cos( ), ot1 g est un
entier supérieur ou égal a 2, soit || B || > 2.

Quatriéme Partie: Indices d’inclusions.
On conserve les notations de la Deuxiéme Partie.

Définition: Soit p : Mn(C) — Mn(C) un morphisme d’algébres avec unité. On
rappelle (cf. Déuxiéme Partie 2.(d)) que p est injectif et que m est un multiple de n. On

pose: m = nd. On appelle indice de linclusion de Mn(C) dans My,(C), et on le note

[Mn(C) : Mn(C)], lentier d* = %%.

1. Soient A = M,(C),B = M,(C),C = M;(C) des algébres de matrices et p : A —
B,7: B — C des morphismes d’algébres avec unité. Montrer que le commutant 7(B)’
de 7(B) dans C est une sous-algébre du commutant (70 p(A))' de (7 0 p(4)) dans C,
et que l'on a: [(t0p(A4)) : 7(B)]=[B:Al.

2. Soient R = &7_,A; et §,= ®].,B; des sommes directes d’algebres de matrices (cf.
Deuxiéme Partie, 4.), et 6 : R — S un morphisme injectif d’algebres avec unité. Ceci
permet de considérer R comme une sous-algébre de S et, pour tout z € R, d’appeller
encore r son image ¢(z) dans S.

Pour tout j = 1,.... r soit ¢; € R l'image de I'identité de A; dans R, et pour 7 =
1....,s soit p; € S I'image de l'identité de B; dans S.
(a) Montrer que ¥j =1,...,ret Vi=1,...,5, pig; est un idempotent de B;.

(b) Si pig; # 0, on pose S;; = piq;Spiq; et Ri; = piq;Rpiq;. Montrer que S;; est
isomorphe & une algeébre de matrices et que l'application de A; vers R;;, qui
envoie T sur p;zp; est un isomorphisme d’algebres avec unité.

(c) On pose, pour j=1,...,reti=1,...,s,
A = { pig. = i
7=0 s pig; =0, Xij=[Sij i Ry)* si pig; #0.

On forme alors la matrice & coefficients entiers positifs A3 = (Xij) € M, (N). Cette
matrice est appelée matrice d’indice pour l'inclusion de R dans S.
Montrer qu’aucune ligne ni aucune colonne de A}, n’est identiquement nulle.
(d) On appelle Z(R), (resp.Z(S)) le centre de R (resp.de §).
Montrer que la matrice A% est indécomposable (cf. Premitre Partie, 7.)si et
seulement si l'intersection Z(R) N Z(S) est réduite aux multiples de 1’élément
unité.
(e) Soient R,S,T des sommes directes d’algebres de matrices telles que R soit une
sous-algebre de S et S une sous-algebre de T. Montrer que: T T xS
AR = AS‘AR'

(f) Soient R et S des sommes directes d’algébres de matrices telles que R soit une
sous-algébre de S et on suppose de plus que S est une sous-algébre d’une algebre
de matrices F'. On appelle C(R) et C(S) les commutants respectifs de R et S dans
F. Montrer que C(S) est une sous-algébre de C(R) et que la matrice d’indice
Sour ginclusion de C(S) dans C(R) est la transposée de celle de ’inclusion de R

ans S.
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3. Soit S une somme directe d’algébres de matrices et F = End(S) 'algébre des appli-
cations C-linéaires de S dans S. Pour tout z dans S, on définit les éléments A(z) et
p(z) de F par:

Vy € S, Mz)y =zy, p(z)y=yx.

(a) Montrer que A est un morphisme injectif d’algébres avec unité, que p est un
antihomomorphisme d’algebres avec unité (c’est-a-dire que p est une application
linéaire envoyant I'unité sur 'unité et telle que, pour tous u et v dans S: p(uv) =
p(v)p(u)) et que:

Vz,z €S, Ma)p(z) = p(2)X(z).

(b) Soit R une somme directe d’algébres de matrices qui est une sous-algébre de
S. On note Endg(S) la sous-algébre de F formée des applications linéaires f
vérifiant:

Ve e R fop(z)=p(z)of.

Montrer que A(S) est contenue dans Endg(S), et que Endg(S) est isomorphe a
une somme directe d’algébres de matrices.

(c¢) Montrer que la matrice d’indice pour 'inclusion de A(S) dans Endpg(S) est la
transposée de A%

4. Soient R et S des sommes directes d’algebres de matrices (cf. Deuxieme Partie), R
étant une sous-algébre de S. On pose: S} = S, S; = Endg(S) , puis S3 = Ends, (S2)
et par récurrence Sxy2 = Endgs, (Sk+1).

On construit donc ainsi une suite croissante d’algébres avec unité:

R=5CS=58CS5CSC...

On pose A = A%. On suppose que Z(R) N Z(S) est réduit aux multiples de I'identité.

(a) Déterminer, en fonction de A la matrice de linclusion Sy C Syx, et celle de
Pinclusion Sy C Sox41.

(b) Montrer que A.*A et 'A.A sont des matrices positives irréductibles et diagonalis-
ables a valeurs propres positives ou nulles.

(c) Soit A = A.'A ou *A.A. Soit P, le projecteur orthogonal sur le sous-espace
propre associé a la valeur propre positive maximale de A (cf. Premiére Partie).
Soit y € R™ un vecteur non nul & coordonnées positives ou nulles.

Montrer que ﬁ;y converge, quand k tend vers l'infini, vers Pyy.

(d) Sous les mémes hypothéses qu’en (c), montrer que:
m | Ay I = w1 CANR I =] A
k—+oco k—+oco

(e) Montrer que:
Jim (dimSe)t = || A |2

Quelles sont les valeurs possibles de cette limite?



