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Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumérique ou a
écran graphique — ad fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément & la
circulaire n® 99-186 du 16 novembre 1999.

L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique
est rigoureusement interdit.

Dans le cas ot un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I'épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis Pen-téte détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de
signer ou de Uidentifier. -
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Notations, définitions et rappels

— Soient S' le cercle : {z € C, |z| = 1}, D le disque : {z € C, |z| < 1}. Onnote C la C-algebre
des fonctions continues de S dans C, C* le groupe des inversibles de cette algébre, c’est-a-dire
'ensemble des éléments de C qui ne s’annulent pas sur S'. L’alggbre C est munie de la norme

uniforme sur S?, définie par :
Vo eC,  |ploo =max {|p(z)]; z € S*}.
~ Si'n est dans Z, soit e, I'élément de C défini par :
Vze S, en(z) = 2"

- Si f est une fonction de S* dans C, on note f la fonction 27-périodique de R dans C définie

par : _ :
VteER,  f(t) = f(e).

Selon l'usage, on identifie deux fonctions f; et f» de S* dans C telles que les fonctions fa
et fp soient mesurables au sens de Lebesgue et coincident sur le complémentaire d'une partie
négligeable de [—m, 7). On note L' (resp. L?) 'ensemble des (classes de) fonctions f de S* dans
C telles que f soit intégrable (resp. de carré intégrable) au sens de Lebesgue sur [, 7]. Pour f

dans L%, soit : -
[r=5 [ i=5 [ sea

L’application qui & f dans L! associe |f|; = / | f| est une norme sur L.
— Si f est dans L', on note £ la fonction de Z dans C définie par :

VneZ, fln)= /ﬂ%=— fleity et .

On rappelle que f est nulle si et seulement si f est I’élément nul de L'.
- Pour f; et fo dans L%, on notera (fi, fo) = / (fi X f2), définissant ainsi un produit scalaire

hermitien sur L2. La norme associée 2 (, ) est notée | |2. Si f est dans L2, alors :

lm=J%[mewt

— On rappelle que L2 est contenu dans L!, avec de plus :

VieL?  |fli<Ifle.

— On rappelle également que L? est un espace de Hilbert complexe dont (ey),ez est une base
hilbertienne.

— Si E est un espace vectoriel et F un sous-espace de E, on dit que F est de codimension finie
dans E si et seulement si I’espace quotient E/F est de dimension finie. La dimension de E/F
est alors appelée codimension de F' dans E, notée codim g(F).

On rappelle par ailleurs que tout supplémentaire de F' dans F est isomorphe & E/F. Si G est un
tel supplémentaire, F' est donc de codimension finie dans F si et seulement si G est de dimension
finie, et on a alors : codimg(F) = dimG.

— Dans la fin de ces rappels, (H,(, )) est un espace de Hilbert complexe.

— S8i V est un sous-espace de H, on note V* orthogonal de V'; le sous-espace V' est un supplé-
mentaire de V dans H si et seulement si V' est fermé dans H.



— On note £(H) la C-algebre des endomorphismes continus de H. Les éléments de L(H) sont
appelés opérateurs de I'espace H. Si T et T» sont dans L(H), on abrége 75 0 71 en T»7;. On
note I I'identité de H, c’est-a-dire le neutre multiplicatif de .C(H )- L’algébre L(H) est munie de
la norme subordonnée définie par :

z|

ol |z| = v/{z, z) désigne la norme du vecteur z de H.
— Pour tout élément T de £(H) il existe un unique 7™ dans L(H) tel-que :

VT € L(H), |T| =sup {M z€H\ {0}} :

V(z,y) € H:,  (T(2),y) = (&, T*(y))-

— On rappelle enfin les relations suivantes, valables pour tout T de L(H) :

kerT*=Im 7T+, TIm7T*=kerT" .

Objectif du probléme, dépendance des parties

— Le but du probléme est d’associer & tout élément » de C un endomorphisme continu T;, d’un
espace de Hilbert et d’étudier T,.

— La partie I démontre une formule de Jensen relative aux éléments de H(D). La partie IT détermine
les composantes connexes par arcs de C*. La partie III introduit 'espace de Hardy H?, la partie
IV les opérateurs de Toeplitz T,. Les parties V et VI étudient respectivement les opérateurs
compacts et les opérateurs de Fredholm d’un espace de Hilbert et appliquent les résultats obtenus
aux T, ; elles aboutissent notamment & la caractérisation des ¢ de C tels que T, soit inversible.

— La partie I n’est utilisée que dans la partie ITI. La partie II n’est utilisée que dans la partie VI.
La partie ITI n’est utilisée que dans la partie IV.

I. Formule de Jensen

1. (a) Soit n dans N*. Ecrire le polynéme X2® — 1 comme produit de polynémes irréductibles
unitaires de C[X], puis de R[X].
En déduire, si 7 est dans ]1,+00[, une expression simple de :

n—1
In(1 — 2r cos(k/n) + r2).
Y; ( T COS )

(b) Soit r dans |1, +oco[. En utilisant éventuellement la question précédente, &tablir les égalités :

ks
/ In(1—2rcost+r?)dt =2rlnr,
0

é i In (ll—reitl) dit = 2rlnr.

-

(c) Justifier Pexistence de :

/_’;m(]l — &) dt

puis montrer que cette intégrale est nulle.
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(d) Soient a dans C*, r dans R™™ avec : |a| < r. Calculer l'intégrale :

W .
/ In (Ja — re®|) dt.
ey o
2. Ici, F est une fonction holomorphe sur D telle que F(0) # 0. On fixe r dans ]0,1[ et on note

D, = {z € C, |z| < r}. On rappelle (théoréme des zéros isolés) que F n’a qu'un nombre fini de
zéros comptés avec multiplicités dans Dy. On note a3, ..., a, ces zéros comptés avec multiplicités.

Montrer 1'égalité :

4 P r
L In (|F(re®)|) dt = In (|F(0)]) + Zln (—) .
i=1

2 J_, . |a]

Indication. On pourra utiliser, sans démonstration, I’existence d’une fonction G holomorphe sur
un voisinage de D, telle que :

P
Vz € Dy, F(z)= H(z — a;) €93,
i=1

La formule précédente implique I'inégalité ci-aprés, utilisée en ITI1.3.(c) :

%_ _7; In (|[F(re™)]) dt > In(|F(0)]).

II. Composantes connexes par arcs de C*

Si ¢ est dans C*, on appelle relévement de y toute application continue § de R dans C telle que :
Vit eR, 7 (eit) = ¢ft),
L’ensemble des relévements de ¢ est noté R(¢p).

1. Soient I un intervalle de R non vide et non réduit & un point, f et g deux fonctions continues

de I dans C telles que :
viel, e =e®)

X" Montrer que la fonction f — g est constante.

2. Soient ¢ dans C*, A dans R**. Pour n dans N* et k dans {0,...,n— 1}, on note uy ,, la fonction
continue de [-A, A] dans C* définie par :

“ (ei(k+1)t/n)
© (eikt/n) -

(a) Soit € > 0. Montrer qu'’il existe n dans N* tel que :

Vie[-4,4],  upa(t) =

Vk € {0,...,n—1}, Vte[-A, 4] ltp (ei(k"'l)t/") —p (e““/") <e.



(b) Montrer qu’il existe n dans N* tel que :
X Vke{0,...,n—1}, Vie[-AA, |ual) =1 <L

En déduire que pour tout k de {0,...,n — 1} il existe une fonction continue 'v}c,n de [ A, A]

dans C telle que :
Vt € [—A4, A], U (£) = ¥R ®,

Indication. On rappelle qu’il existe une (unique) fonction continue L de C \ R~ dans la
bande {z € C, |Im (z)| < w} vérifiant :

Vze C\R™, € =g

(c) Montrer qu'’il existe une fonction continue 64 de [—A, A] dans C telle que :

Vie [-A, 4],  ole?) = 4D,
(d) Conclure que R(yp) n’est pas vide.

3. (a) Si ¢ est dans C*, 6 dans R(yp) et t dans R, montrer que le réel

X 6(t + 27) — 6(¢)
: 2w

est un entier relatif indépendant du couple (8,t) de R(y) x R. L’entier ainsi défini est appelé
degré de ¢ et noté deg(yp).
(b) Calculer le degré de ¢ dans les cas suivants :
x i)p=e,0une€Z,
Y ii) @ = @1 X @3 Ol 1 et pg sont dans C* (réponse en fonction des degrés de ¢; et o),
iii) ¢ est un élément de C* & valeurs dans C\ R™.

(c) Soient 1 et o dans C* telles que : |¢1 — 2| < |p1|. Montrer :

deg(p1) = deg(p2).

Indication. On pourra considérer @a/p;1.

(d) Montrer que I’application deg qui & ¢ associe deg(¢) est continue sur C* muni de la topologie
provenant de la norme | |oo.

4. Pour n dans Z, soit C; 1’ensemble des ¢ de C* de degré n.
Montrer que les C} sont les composantes connexes par arcs de C* (toujours muni de la topologie
provenant de | |so).

Indication. Pour ¢ dans C§, on pourra considérer 6 dans R(y) et, pour s dans [0,1], Hs I'appli-
cation définie sur S* par :

VtER,  H,(e) =e®®,
III. Espace de Hardy H? XA Q ‘Jto’\-

On note H? le sous-espace de L? constitué des f telles que :
p

vneZ\N, f(n)=0.

5 Tournez la page S.V.P.



1. Montrer que H? est un sous-espace fermé de L2 dont (én)neN est une base hilbertienne.

Dans la suite, l'espace H? est muni de la structure d’espace de Hilbert induite par celle de L2.
On note II le projecteur orthogonal de L? sur H2.
Si f est dans L2, exprimer la décomposition de II(f) sur (en)nen.

2. Soit f dans H?. Justifier que le rayon de convergence de la série entiére

> fm) "

n=0

est supérieur ou égal a 1.
Pour z dans D, soit :
+o0 | ‘
F(z) = Zf(n) 2"
n=0

Pour r dans [0, 1], soit f, la fonction définie sur S* par :
vz e 8, fr(z) = F(rz).

Prouver que |f, — f| tend vers 0 lorsque r tend vers 1.

3. Soit f un élément non nul de H2. Le but de cette question est de démontrer que I’ensemble des
¢t de [—7, 7] tels que f(e™) = 0 est de mesure de Lebesgue nulle. Quitte & multiplier f par e_,
ot m est le plus petit 4 de N tel que : f (¢) # 0, on peut supposer f (0) # 0 et c’est ce qu’on fait
désormais. On fixe e dans ]0, 1], '

(a) Montrer que In(|f| + €) appartient & L.
(b) Sir est dans [0,1], t dans R, établir :

i (1)1 + €) = In (1) )| < LI =S

€
(c) En utilisant I'inégalité obtenue & la fin de I, établir :

Lm0l o o)

(d) Conclure.

IV. Opérateurs de Toeplitz

Soit ¢ dans C.
1. (a) Si f est dans H?, vérifier que II(p X f) est un élémenf de H?.
Dans la suite, on note T, Papplication de H? dans lui-méme qui & f associe II(p x f). Il
est clair que T}, est un endomorphisme de H2.
Vérifier que T, appartient & L(H 2) ; T, est appelé opérateur de Toeplitz de symbole .
(b) Sii et j sont dans N, exprimer (5, Tp(e;)) & Vaide de .
L’application qui & ¢ associe T, est-elle injective ?
(c) Montrer la relation : T,* = T.
2. On suppose que ¢ n'est pas 'application nulle. On fixe [ dans kerT,, g dans H?, on pose :
u=px fxg.

(a) Montrer que u est dans L' et que 4 est nulle sur N.



(b) On suppose désormais que g est dans ker 7;;. En considérant %, montrer que u est I’élément
nul de L!.

(c) Conclure en utilisant la question II1.3 que 'un au moins des deux opérateurs T, et T, est
injectif.
Si T, n’est pas injectif, montrer que son image est dense dans HZ2.

Dans les parties V et VI, (H,(, )) est un espace de Hilbert complexe. On adopte les notations
rappelées au début du probléme et on note B la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 de H.

V. Opérateurs compacts et opérateurs de Toeplitz

Un élément T de L(H) est dit compact si et seulement si T(B) est une partie compacte de H. On
note KC(H) I’ensemble des T de L(H) vérifiant cette propriété, Ko(H) 'ensemble des T de £(H) dont
Pimage est de dimension finie.

1. (a) Montrer que K(H) est un idéal bilatére de ’algébre L£(H) contenant Ko(H).

(b) Montrer que K(H) est fermé dans L(H).
Indication. On rappelle qu’une partie X de H est d’adhérence compacte si, pour tout € > 0,
on peut recouvrir X par une réunion finie de boules fermées de rayon .
2. Dans cette question, H est 'espace de Hilbert H?, P le sous-espace de C engendré par la famille
(en)nGZ-
(a) Si g1 et o sont dans P, montrer que Ty, Tip, — Tipy x o, €5t dans Ko(H?).
(b) Si ¢y et g sont dans C, montrer que Ty, Ty, — T, x4, st dans K(H?).

3. Soit K dans KC(H).

(a) Montrer que ker(I + K) est de dimension finie.

(b) Montrer que Im (I + K) est fermé dans H.
Indication. Soient y dans H adhérent & Im (K + I), (zn)n>0 une suite d’éléments de H
telle que : K(z,) + zn, — y, et, pour tout n de N, z, la projection orthogonale de z
sur ker(K + I)*. En raisonnant par I'absurde et en considérant u, = z',/|z’,|, montrer que
(z),)n>1 est bornée. Conclure.

(c) Montrer que K* appartient & K(H).
Indication. Soient (zn)n>0 une suite d’éléments de B, I" I'adhérence de K (B) dans H, et,
pour tout n de N, f, la fonction deT" dans C qui & = associe (z,, z). En utilisant le théoréme
d’Ascoli, montrer qu'il existe une suite strictement croissante (ny)x>o d’entiers naturels telle
que (fn, )y converge uniformément sur I'. En déduire que (K*(xp,));~q converge dans H.

(d) Montrer que Im (I + K) est de codimension finie dans H.

VI. Opérateurs de Fredholm et opérateurs de Toeplitz

Soit T' dans L(H). On dit que T est de Fredholm si et seulement s'il vérifie les deux propriétés
suivantes :
i) Y’espace ker T est de dimension finie,
il) 'espace Im T est fermé et de codimension finie dans H.
On note F(H) I’ensemble des T de L(H) vérifiant ces propriétés. Si T est dans F(H) on appelle
indice de T et on note ind (T') Pentier relatif :
dim(ker T') — codimg (Im T).

On remarquera que si T est un élément inversible de £(H), alors T appartient & F(H) et a pour
indice 0.

Tournez la page S.V.P.



1. (a) Soient V et W deux sous-espaces de H tels que V C W et que V soit fermé et de codimension
finie dans H. Montrer que W est fermé et de codimension finie dans H.

(b) Soit T dans L(H). On suppose qu'il existe S1 et Sy dans L£(H) tels que K3 = §1T — I et
Ky =T85 — I appartiennent & K(H). Montrer que T est dans F(H).

. Dans cette question, H est I'espace de Hilbert H?, ¢ un élément de C*. Montrer que T, est dans
.7-'(H2)
Indication. On pourra utiliser les questions V.2.(b), VI.1(b) et considérer la fonction 1/¢.

3. On se propose d’établir une réciproque de la question VI.1.(b) ci-dessus.

Soit T dans F(H). On note Tp 'application linéaire de ker 7" dans Im T obtenue en restreignant
T akerTH, Ple projecteur orthogonal de H sur Im T'. Il est clair que Tp est un isomorphisme
de ker T+ sur Im T'. Or, tout isomorphisme linéaire continu d’un espace de Banach sur un autre
est un homéomorphisme (théoréme de Banach); il en résulte que T 1 est continu, ce que l’on ne
demande pas de justifier davantage.

Soit S 'élément Ty ' P de £(H). Reconnaitre les éléments ST — I et TS — I de L(H) et montrer
en particulier qu'ils appartiennent & KCo(H).

Des questions VI.1.(b) et VL3 il résulte qu'un élément de L£L(H) est dans F(H) si et seulement
s’il est “inversible modulo K(H) " ou “inversible modulo Co(H)". Ceci prouve en particulier que si
Ty et T sont dans F(H), ToT; est dans F(H), ce que I'on ne demande pas de justifier davantage.

4. Le but de cette question est d’établir que F(H) est ouvert dans £(H) et que la fonction ind est
localement constante sur F(H).

Soient T dans F(H), S dans L(H) telle que K = ST — I et L =TS — I soient dans Ko(H), J
dans L(H) vérifiant : ||J|| x S]] < 1.
(a) Montrer qu'il existe K’ et L' dans Ko(H) tels que :
ST+J)=I+8SH(I+K"), T+J)S=I+L)YIT+JS).

En déduire que T + J est dans F(H), ce qui justifie bien le caractére ouvert de F(H).

Indication. On pourra utiliser la question VI.1(b) et le fait que si U est un élément de L(H)
tel que ||U|| < 1, alors I + U est inversible dans l'algébre L(H).

(b) On admet les deux résultats su1vants, qui peuvent étre prouvés de maniére entiérement
algébrique :

i) si Ty et T sont dans F(H), alors : ind(T2T1) = ind(71) + ind(T3),
ii) si K est dans Ko(H), ind(I + K) = 0.
Montrer que :
ind(T + J) = ind(T).
La fonction ind est donc localement constante sur F(H).
5. Dans cette question, H est 'espace de Hilbert H2.

(a) Montrer que si ¢ est dans C*, on a :
ind(Ty) = — deg(¢).

(b) Si ¢ est dans C*, préciser la dimension de ker T}, et la codimension de Im T;, dans H2.

(¢) Quels sont les éléments ¢ de C tels que T, soit un élément inversible de I’algébre L(H?2)?
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