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Calculanice électronique de poche - y comprîs calculatrice progratnmable, alphanumérigue ou à
écran graphique - à fonctionnement autonome, non irnprimante, autortsée conformément à la
ciranlaire no 99-186 du 16 novembre 1999.

L'usage de tout orwage de rélërence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique
e s t rt goureus ement int er dit.

Dans le cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être une efteur d'énoncé, il (elle) le signale très
Iisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l'épretne en conséquence,

De même, si cela vous conduit àformuler une ou plusieurs hypothèses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner ettplicit em ent.

NB t Eormis I'en-tête détachable, Ia copîe que vous tendrez ne dewa, conformément aa prtncîpe d'anonymag
comporter aucun sîgne distinctifr tel que nom, signature, ortgine, etc Si le tratail quî vous est demandé
comporte notamment la rédactîon d.'un projet ou d'une note, vous devrez împérativement vous abstenir de
sîgwr ou de I'îdentifrcn ùr
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Notations, définitions et rappels

-soient^91 Iecercle:{z€C, l " l : I } ,Dledisque:{zeC, l r l<1}.OnnoteClaC-algèbre
des fonctions continues de ,Sr dans C, C* le groupe des inversibles de cette algèbre, c'est-à-dire
I'ensemble des éléments de C qui ne s'annulent pas sur ,S1. L'algèbre C est munie de la norme
uniforme sur ,S1, définie par :

Ys € C, lpl* :  *a* { leQ)l ;  z 'e Sr} .
- Si.rz est dans Z, soit e,, l'élément de C défini par :

Vz e SL, en(z) - zn.

- Si / est une fonction de ,51 dans C, on note f la fonction 2z'-périodique de R dans C définie
par :

VteR, fQ): f@o') .
Selo_n I'usage, on identifie deux fonctions fi et f2 de ,Sl dans C telles que les fonctions /1
et /2 soient mesurables au sens de Lebesgue et coihcident sur le complémentaire d'une partie
négligeable de [-zr,z']. On note Z1 (resp..D2) l'ensemble des (classes de) fonctions / de Sl dans
C telles que "f soit intégrable (resp. de carré intégrable) au sens de Lebesgue sur [-n, n']. Pour /
dans 21, soit :

f .  I  l " ;  L fo
J r: ;  J_^f 

:  *  J_, l@i\at.
L'application qui à / dans .L1 associe l/lr : [ 11"rtune norme sur .L1.

J
- Si / est dans LL, on àote / la fonction de Z dans C définie par:

VneZ, i@) : | *-^: * I:_t@n') "-int 41.

On rappelle que / est nulle si et seulement si / est l'élément nul de -L1.
- Pour h et fz dans.L2, on notera (h,lz) : [fnOl2), definissant ainsi un produit scalaire

J
hermitien sur 22. La norme associée à ( , ) est notée I lz. si / est dans .02, alors :

l l lz:

- On rappelle que L2 est contenu dans 21, avec de plus :

Yf eL2, Vis l f lz .
- On rappelle également que L2 est un espace de Hilbert complexe dont (e,r)rr62 est une base

hilbertienne.
- Si ^E est un espace vectoriel et f' un sous-espace de E, on dit que f' est de codimension frnie

dans E si et seulement si I'espace quotient E/F est de dimension finie. La dimension de E/F
est alors appelée codimension de F dans E, notêe codim6,(F)
On rappelle par ailleurs que tout supplémentaire de .F' dans .E est isomorphe à E/F. Si G est un
tel supplémentaire, F est donc de codimension finie dans E si et seulement si G est de dimension
finie, et on a alors : codims(F): dimG.

- Dans la fin de ces rappels, (H,(, )) est un espace de Hilbert complexe.
- Si y est un sous-espace de H, on note I/r I'orthogonal de I/ ; le sous-espace I/f est un supplâ

mentaire de I/ dàns f/ si et seulement si V est fermé dans .F/.

It@it)12 dt.



On note L(H) la C-algèbre des endomorphismes continus de H. Les éIéments de L(H) sont
appelés opérateursdel 'espaceH.SiTtetTz sontdans Ê(H),  onabrègeT2oT1 enT2T1.On
note .I l'identité de H, c'est-à-dire le neutre multiplicatif de L(H). L'algèbre L(H) est munie de
la norme subordonnêe définie par :

vr e L@), ll"ll - sup 
{#

où lel : { (r,r) désigne Ia norme du vecteur r de H.

,æ€H\{0i}  ,

- Pour tout élément T de L(H) il existe un unique ?* dans ̂ C(If) tel-que :

Y(r,ù € H2, (T(r),a) = (s,f.@)) .

- On rappelle en-fin les relations suivantes, valables pour tout T de t(H) :

ker ?* : Im Tt , Im 7- : ker ?1.

Objectif du problème, dépendance des parties

- Le but du problème est d'associer à tout élément g de C un endomorphisme continu ?q, d'un
espace de Hilbert et d'étudier ?o.

- La pa,rtie I démontre une formule de Jensen relative aux éléments de fI(D). La partie II détermine
les composantes conTrexes par a.rcs de C*. La partie III introduit l'espace de Hardy H2, La partie
IV les opérateurs de Toeplitz Tr. Les parties V et VI étudient respectivement les opérateurs
compacts et les opérateurs de Fledholm d'un espace de Hilbert et appliquent ies résultats obtenus
auxTo; elles aboutissent notamment à la caractérisation des rp de C tels queT, soit inversible.

- La partie f n'est utilisée que dans la partie III. La partie II n'est utilisee que dans la partie VI.
La partie III n'est utilisée que dans la partie fV.

I. Formule de Jensen

1. (a) Soit n dans N*. Ecrire le polynôme X2n - 1 comme produit de polynômes irréductibles
unitaires de C[X], puis de &txl.
En déduire, ÈI r est dans ]1,ïoo[, une expression simple de :

n-L

Y U'h(l - 2r cos(ktr f n) + r\'
\  k: l

(b) Soit r dans ]1, +oo[. En utilisant éventuellement la question précédente, étabiir les égalités :

lo" 
n{, - 2r cost + r2) dt :2trlnr,

a ln (lt - reitl) at : 2nlnr.

(c) Justifier I'existence de :

rn (lr - eitl) dt,

puis montrer que cette intégrale est nulle.
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(d) Soient a dans C*, r dans R,** avec 
' lal < r. Calculer I'intégrale :

f7r

I r" (la - re'tl) dt.
J-r

2, Ici, F est une fonction holomorphe sur D telle que F(0) 10. On fixe r dans ]0,1[ et on note
D, : {z € C, lzl < r}. On rappelle (théorème des zéros isolés) que F n'a qu'un nombre fini de
zéros comptés avec multiplicités dans Dr. On note a1, ... rap ces zéros comptés avec multiplicités.

Montrer l'égalité :

Indication. On pouna utiliser, sans démonstration, L'existence d'une fonction G holomorp.he sur
un voisinage de D, telle que :

vz e D,, F(z):ftU - a) sG(").
i,:l

La formule précédente implique I'inégalité ci-après, utilisée en IIL3.(c) :

* f",n 
(1r1reit11) dt ) rn(lr'(o)l) .

II. Composantes connexes par arcs de C*

Si rp est dans C*, on appelle relèvement de tp toute application continue 0 de R dans C telle que :

VteR, ç("0 ' ) -eo(t) .

L'ensemble des relèvements de rp est noté R(d.

1.. Soient .[ un intervalle de R non vide et non réduit à un point, I et g deux fonctions continues
de -t dans C telles que :

Vt e I, 
"f 

$) - 
"e(t).

. \< Montrer que Ia fonction f - g est constante.

2. Soient <p dans C*, A dans R**. Pour n dans N* et /c dans {0,... ,n-L}, on note ulr,nla fonction
continue de [-A,,4] dans C* définie par :

vt e l-A, Al, u1, ^(t\ - 
p (ei.(n+t)t/")

in\Lr-@ry-

(a) Soit e > 0. Montrer qu'il existe n dans N* tel que :

.<^t

* ["Ln 
( lr(rei ' ) t)  at :  h 6F(0)t) .  

Ër 
(â)

V/c e {0,  . . . ,n-L},  Vte[-A,A],  lv(" i { r* ' t ' / " )  -v(" tk / " ) l<e.



/

(b) Montrer qu'il existe n dans N* tel que :

V/c e {0,  . . . ,n-  L} ,  Yt  e [ -A,A],  lun,"( t ) -  1 l  < 1.

En déduire que pour tout /c de {0, ... )n- 1} it existe une fonction continue u1r,n de l-A, Al
dans C telle que :

Yt e [-A, A], un,n(t) : eah'n(t) .

Indication. On rappelle qu'il ariste we (unique) fonction continue L de Ç \ R- dans la
bande {z € C, lIm (z)l < r} vérifiant :

VzeC\n-,  eL(") : r .

(c) Montrer qu'il existe une fonction continue 0a de l-A, Al dans C telle que :

Yt e l-A,A], çGit) - eo'a(t).

(d) Conclure que -R(tp) n'est pas vide.

3. (a) Si g est dans C*, 0 dans R(Q et t dans R,, montrer que le réel

0(t+2r)-0(t)
2ir

est un entier relatif indépendant du couple (A, r) de R(ç) xR. L'entier ainsi défini est appelé
degré de g et noté deg(g).

(b) Calculer le degré de tp d.ans les cas suivants :

X i )  g:  e,  où nez,

1- ii) g: gL x rp2 où gt et gz sont dans C* (réponse en fonction des degrés de 91 et gz),

iii) p est un élément de C* à valeurs dans C \ R-.

(c) Soient 9t et pz dans C* telles que , l% - çzl < lrp1l. Montrer :

des(pr) : dee(pz).

Indication. On pourra considérer gz/pt.

(d) Montrer que I'application deg qui à g associe deg(p) est continue sur C* muni de la topologie
provenant de la norme I l-.

4. Pour n dans Z, soit Cfi I'ensemble des g de C* de degré n.

Montrer que les Cfi sont les composantes connexes pax arcs de C* (toujours muni de la topologie
provenant d" I l-).

Indication. Pour g dans C$, on pourra considérer 0 dans R(g) et, pour s daas [0,7J, H" l'appli-

cation dêfrnie sur SL par :
Vt e R, Hr(ei') - 

"so(t).

III. Espace de Hardy II2 , ''1r Yo; e T^
On note H2 le sous-espace de L2 constituê des / telles que :

vneZ\N, Î@):0.
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1' Montrer que H2 est un sous-espace fermé d,e L2 dont (err)rçN est une base hilbertienne.
Dans la suite, l'espace H2 est muni de la structure d'espace de Hilbert induite par celle d,e L2
On note fI le projecteur orthogonal de L2 st:i- H2.
Si / est dans 22, exprimer la décomposition de fI(/) sur (e,r),.,61.r.

2. soit / dans r12. Justifier que re rayon de convergence de la série entière

D,î@),"
est supérieur ou égal à L.

Pour z dans D, soit :
+oo

F(z):D,î@) r" .
n:0

Pour r dans [0,1[, soit /" la fonction définie sur,S1 par :

Vz e. SL, f,Q): F(rz).

Prouver que l/' - f 12 tend vers 0 lorsque r tend vers L.
3' Soit / un élément non nul de H2.Le but de cette question est de démontrer que l,ensemble dest de [-r,z'] tels que f (eit):0 est de mesure de Lebesgue nulle. Q-uitte à multiplier f par e-*

où rn est le plus petit z de N tel que : y(z; f 0, on peut suppo.", i1o; l0 et c,est ce qu,on fait
désormais. On fixe'e dans ]0, L[.

(a) Montrer que ln(f /l + e) appartient à 21.
(b) Si r est dans [0,1[, t dans R, établir :

Itn(17,çeit1l+r) - Ln(lf Gi\l+')l < lf'Gi') - f (ei')| 
.

c

(c) En utilisant l'inégalité obtenue à la fin de I. établir :

+ I"Ln (l/(eit)l + e)

(d) Conclure.

IV. Opérateurs de Toeplitz

Soit rp da"ns C.

1. (a) Si / est dans H2, vêrifrer que fl(<p x /) est un élément de H2.
Dans la suite, on note Tr l'application d,e H2 dans lulmême qui à / associe 11(rp x /). il
est clair que T* est un endomorphisme de .Ff2.
Vérifier que T, appartient à L(H\ ; T* est appelé opératew de Toeplitz de symbole rp.

(b) Si z et j sont dans N, exprimer (ei,Tr(e)) à l,aide de rp.
L'application qui à rp associe Zo est_elle injective ?

(c) Montrer la relation : Tr* : T@.
2' On suppose que ç n'est pas I'application nulle. on fixe / dans kerTe, g dans H2, onpose :

u:gxfxg.

(a) Montrer que u est dans tr1 et que û est nulle sur N.

dt )tn(lrro11;



(b) On suppose désormais que g est dans ker f[. En considérant Z, montrer que u est l'éiément
nul de -L1.

(c) Conclure en utilisant la question III.3 que I'un au moins des deux opérateurs T, et Tj est
injectif.

Si {, n'est pas injectif, montrer que son image est dense dans I12.

Dans les parties V et VI, (H,(, )) est un espace de Hilbert complexe. On adopte les notations
rappelées au début du problème et on note B la boule fermée de centre 0 et de rayon L de H.

V. Opérateurs compacts et opérateurs de Toeplitz

Un élément f de L(H) est dit compact si et seulement si 
"(B) 

est une partie compacte de .t{. On
note K(f/) I'ensemble des 7 de L(H) vérifiant cette propriêtê, Ks(H) I'ensemble des T de 4(ff) dont
l'image est de dimension finie.

1. (a) Montrer que K(I/) est un idéal bilatère de I'algèbre L(H) contenant lÇo@).
(b) Montrer que K(f/) est fermé dans 4(//).

Indication. On rappelJe qu'une partie X de H est d'adhêrence compacte si, pour tout e ) 0,
on peut recouvrir X par une rêunion frnie de boules fermées de rayon e.

2. Dans cette question, f/ est I'espace de Hilbert H2,P le sous-espacedeC engendré par Ia famille
(e")"e2.

(a) Si gt et gz sont dans P, montrer que TrrTr, - Trrxrp2 êst dans Kg(f/2).
(b) Si gt et gz Sont dans C, montrer queTrrTr, -Ter*r, est dans rc@').

3. Soit K dans rc@).

(a) Montrer que ker(.I * K) est de dimension finie.
(b) Montrer que Im (I + K) est fermé dans f/.

Indication. Soient y dans H adhérent à Im (K + I), (rn)nro une suite d'êléments de H
telle que : K(r") * tn --+ y, et, pour tout n de N, x'n la projection orthogonale de rn
sur ker(K + /)t. En raisonnant par I'absurde et en considérant un: t;l\tnl, montrer que
(x'*)">r est bornée. Conclure.

(c) Montrer que K* appartient à lC(H).
Indication. Soient (r")">o une suite d'éléments de B,l l'adhêrence de K(B) dans H, et,
pour tout n de N, f" Ia fonction del dans C qui à r assocje (nn, n). En utilisant Ie théorème
d'Ascoli, montrer qu'il existe une suite strictement croissante (r,t)n>o d'entiers naturels telle
eue (f"t)n>o converge uniformêment sur f . En dêduire que (K*(æn*))rro converge dans H.

(d) Montrer que Im (I + K) est de codimension finie dans I/.

VI. Opérateurs de Fredholm et opérateurs de Toeplitz

Soit ? dans 4(I/). On dit que ? est de fuedholm si et seulement s'il vérifie les deux propriétés
suivantes :

i) I'espace kerT est de dimension finie,
ii) I'espace Im T est fermé et de codimension finie dans .Ff.

On note f (H) I'ensemble des 7 de L(H) vérifiant ces propriétés. Si ? est dans F(H) on appelle
indice de T et on note ind (7) I'entier relatif :

dim(kerT) - codims(Im 
").

On remarquera que si 7 est un élément inversible de L(H), alors 7 appartient à F(H) et a pour
indice 0.
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3.

1,. (a) Soient V etW deux sous-espaces de .I/ tels que V C W et que I/ soit fermé et de codimension
finie dans ff . Montrer qne W est fermé et de codimension finie dans fI.

(b) Soit 7 dans L(H).On suppose qu'il existe ,Sr et ,52 dans L(H) tels que K1 - S1T - I et
Kz: TSz - / appartiennent à K(H). Montrer que 7 est dans î(H).

Dans^cette question, H est I'espace de Hilbert H2, g un élément de C*. Montrer que T, est dans
f@\.

Indication. On pourra utiliser les questions Y.2.(b), I/l.l(b) eL considérer la fonction 1f g.

On se propose d'établir une réciproque de la question VI.1.(b) ci-dessus.

Soit ? dans F(H). On note ?s l'application linéaire de ker ?a dans Im ? obtenue en restreignant
T àkerT-, P le projecteur orthogonal de I{ sur Im?. II est clair que ?0 est un isomorphisme
de ker?r sur Im 7. Or, tout isomorphisme linéaire continu d'un espace de Banach sur un autre
est un homéomorphisme (théorème de Banach); il en résulte que ?j11 est continu, ce que I'on ne
demande pas de justifier davantage.

Soit,S l'éIément To'P de L(H). Reconnaltre les éléments ,S?- I etTS -I de L(H) et montrer
en particulier qu'ils appartiennent à Ks(f/),

Des questions VLl.(b) et VL3 il résulte qu'un éiément de L(H) est dans F(H) si et seulement
s'il est "inversible modulo rc@) rr ou "inversible modulo Ko(H)rr. Ceci prouve en particulier que si
Tt et Tz sont dans F(H), T2T1 est dans "F(f/), ce que I'on ne demande pas de justifier davantage.

4. Le but de cette question est d'établir que F(H) est ouvert dans 4(f/) et que la fonction ind est
Iocalement constante sur "F(.Ff).

Soient ?dans F(H), ,S dans L(H)tel le que K: ST-I  et  L:TS - f  soient dansK6(I / ) ,  J
dans É(I/) vérifiant : llJll x llSll < 1.

(a) Montrer qu'il existe K' et Ltdans Ke(f/) tels que :

s("+ J) :  ( I  + SJ)(I  + K'),  (T + J)S : ( I  + L)(I+ Js).

En déduire que ? * ./ est dans -F(//), ce qui justifie bien le caractère ouvert de F(H),
Indication. On pourra utiliser la questionVLl(b) et le fait que siU est un êIément de L(H)
tel que lll/ll < 7, alors I + U est inversible dans I'algèbre Ê(H).

(b) On admet les der:x résutrtats suivants, qui peuvent être prouvés de manière entièrement
algébrique :

i) si 
"1 

et ?2 sont dans f(fl), alors : ind(T2T): ind(?r) + ind(?2),

ii) si K est dans Ko(H), ind(/ + K) : 0.

Montrer que :
ind(? + J): ind(?).

La fonction ind est donc locaiement constante sur .F(ff).

5. Dans cette question, I/ est l'espace de Hilbert I{2.

(a) Montrer que si rp est dans C*, on a:

ind(Iir) : - aeg(p).

(b) Si rp est dans C*, préciser la dimension de ker T, et Ia codimension de Im T, dans H2.

(c) Quets sont les éléments 9 de C tels que T, soit un élément inversible de I'algèbre L@2)?

o
o

t
@

I

@

I

EJ

-J

z

F-

z

è


