DEVELOPPEMENT 11

EXERCICES SUR LES SERIES

Proposition. — Soit f de classe C* sur [0, +o0] telle que f0+°o |f/(x)] dx converge. Alors la suite

n

n+1
o =S (k) /0 f()ds

k=0

+00
converge donc Y f(n) et 0+OO f(z)dz ont méme nature.
n=0

Démonstration. — Si vy = f(k) — f:“ f(z)dx alors a, = > f(k) — > fkkH f(z)dzr = Y v d’olt en
k=0 k=0 k=0
intégrant par parties

k+1 k+1
ok = F(k) — (@ — (b + D) F@)[E + /k (& — (k + 1)) f(z)de = /k (2 — (k+ 1)) f(2)de

k+1 k+1
donc |vg| < / |lx — k — 1| ’f/(x)‘ dzx < / !f’(a:)’ dzx i.e. la suite (ay ), converge. O
k k
ivn
Exemple. — La série Z € converge.
n
v G
En effet, posons u, = % — et f(z) = alors f'(x) = O(z=3/2) donc [ |f’| converge et on en déduit

que la série ) u, a la méme nature que l'intégrale ffoo f(x)dx. Or flA eifdm =2 fl\/z %du pour tout

A > 1 et cette intégrale converge quand A — +oo d’apres la regle d’Abel ; sinon, on peut aussi écrire

VA giu piu VA VA iu VA i VA giu
Cdu= | C =% € 4
/1 u [z’u]l +/1 uz ™ ivA Z'—i_/l ™

iU
u2

eiVA 1 )
VA < 7a tend vers 0 quand A — 400 et d’autre part

converge quand A — +oo et, finalement ffroo %du converge bien.

or

= O(57) donc I'intégrale fl\/z %du

Proposition (formule des trapeézes). — Soit f de classe C? sur [a,a + 1], alors
a+1 1 1 a+1
[ t@is = @+ far )= [ - aar - 07 0

Application. — Il existe une constante K > 0 telle que n! ~ Ke "n"t3.
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On a log(n!) Z log(k) et d’apres la proposition

z—k)(k+1—x)

T2

dzx

k+1 1 1R
/k log(z)dz = 3 (log(k) + log(k + 1)) + 3 /k

d’ol1 en sommant pour 1 <k <n-—1

L )(k + 1—x)
log(z)dz = log(k) — = log / dx
| > >

or
/ log(z)dz = [zlog(x) — z]{ = nlog(n) —n+1
1
donc
1 MLz — k) (k41 —x)
1 —n+1=log(n!) — =1 ks
nlog(n) —n+ og(n!) 5 og(n) + 5 ;/k - dx
1.e. .
1 Le [l (z—k)(k+1-2)
1 — - _ — =
log(n!) = (n+ 2) log(n) —n+1 5 ;/k 3 dx.

k+1 (x—k)(k+1—x)
22

1 - (o
On pose vy = [ dz alors |vg| < |, kk+ I%da: donc la série de terme général vy converge et

on a
1-3 Ji):o”k
nl ~n"Teme D
Application. — Si —1 < Re s < 0 alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
”il i B nl—s n=*s (1)
ks 1—s 2 '
k=1
On applique la proposition a f(t) = ¢t~ sur [k, k + 1] de sorte que
Mlae  1/1 1 1 Rt s(s+1)
— ===+ —-= t—k)k+1—t)—==dt
/k 2 k5+(k+1)5> Q/k (E=k)k+1-0=5
d’out ) .
At 1« ( 1 1 > -«
- D
1t 2 P ks~ (kE+1)s P
D) M-k (k+1-
oﬂukzs(sg_)/k (t= )ier—; )dt. Or -1 <Res<O0et ) |ugl < oo donc
L A | = =
/1168: R (Z“k_zu’“
k=1 k=1 k=n
d’ou )
n— _ +oo 1— _
1 “dt n”*® n—% n*
il - _ = — 1).
st L 9 +C+Zuk 1_s 9 (1)
k=1 k=n

Lecons concernées

29 Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries
numériques. Exemples

30 Tlustrer par des exemples et des contre-exemples la théorie des séries numriques
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