11 Théoreme de GERSHGORIN

Soit A = (aij)1<ij<n € Mn(C). On appelle disques de GERSHGORIN les disques fermés
du plan complexe D; = D/ (ay;, > jzilaijl) (pour 1 < i < n). On appelle domaine de
GERSHGORIN G =, D;.

Proposition. Sp(A) C G (le spectre d’une matrice est contenu dans son domaine de
GERSHGORIN ).

Preuve.
Soit A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé¢ a \. Soit ¢ € {1,...,n} tel que
|x;| soit maximal, on a x; # 0 et Z?Zl a;;x; = Az;. On en déduit que a; — A = Z#i aij%
puis |a; — Al < 324 |aij], ce qui prouve que A € D;.

]

On dit que A est a diagonale strictement dominante si |a;| > >, ;|a;| pour tout
1. Il s’ensuit immédiatement de la proposition ci-dessus qu’'une matrice a diagonale
strictement dominante est inversible.

THEOREME. Soit D une composante connexe de G. C’est la réunion des D; qui la
rencontrent : D = \J,c; Di. 1l y a #I valeurs propres de A dans D, comptées avec
multiplicité.

Preuve.

On note A la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont ceux de A. Pour
r € [0,1], on pose A, = A+ r(A — A) et on note G, le domaine de GERSHGORIN de A,.
Remarquons que Ay = A, A = A et que les G, croissent de Sp(A) a G lorsque r croit de 0 et 1.

Notons p(r) le nombre de valeurs propres de A, contenues dans D (comptées avec multiplicité).

Comme D et G\ D sont compacts on peut trouver une courbe de JORDAN orientée
positivement y qui sépare D et G \ D.

De maniere générale, si M est une matrice de valeur propres Ai, ..., Ay de multiplicités

. Xv(2) s my ;. ~ L e
respectives my, ..., mg, On a o) = Y he1 T (xas désigne le polyndéme caractéristique de
/

M). On en déduit que le résidu en A\; de la fonction méromorphe i% est my.

Dans notre cas, en remarquant que les valeurs propres de A, qui ne sont pas dans D sont
dans G \ D, le théoréeme des résidus nous permet d’affirmer que p(r) = N i:—g%dz (ot on a
noté y, le polynéme caractéristique de A,).

Il est clair que r — x, et 7 — X/ sont des applications continues de [0, 1] dans R,,[X] pour la
norme « max des coefficients » sur R, [X]; donc pour toutes les normes en particulier ||.||oo,-
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Comme Y, ne s’annule jamais sur l'image de 7, on en déduit que r ygg est une appli-

cation continue pour la norme uniforme. Il s’ensuit que r +— p(r) est une application continue.

Comme p prend des valeurs discretes, c’est en fait une application constante, en particulier
p(0) = p(1). Or il est clair que p(0) = #I, on a donc #Sp(A) N D = #I, ce qu’il fallait
montrer.

]
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