Algebre 23 -

Soit E un K-e.v. de dimension n et v € L(E).

] 1. DIAGONALISATION ET TRIGONALISATION \

1.1. Valeurs propres et polynémes annulateurs.

Définition. valeurs propres ; sous-espaces propres; po-
lynéme caractéristique.

Exemple. Si u est nilpotent alors x, = (—1)"X™.
Définition. polynome minimal.

Proposition. Cayley-Hamilton.

Proposition. Lemme des noyauz.

Applications.
— Structure des suites récurrentes linéaires. — Sous-
espaces caractéristiques.

1.2. Diagonalisation.
Définition et proposition. définitions équivalentes.

Exemples.
— u nilpotent et diagonalisable = u =0
— un projecteur est diagonalisable

Proposition. La restriction d’un endomorphisme dia-
gonalisable est diagonalisable.

Proposition. Diagonalisation simultanée.
1.3. Trigonalisation.
Définition et proposition. définitions équivalentes.

Exemple. Si K est algébriquement clos alors tout en-
domorphisme de K™ est diagonalisable.

Application. Densité des matrices de M,,(C) & valeurs
propres distinctes.

Corollaire. Soit A € M, (C) et ¢ > 0. Il existe P €
GL,(C) avec P~*AP = et |t; ;| <e.
0 An

Application. Théoreme de Liapounov.

‘ 2. QUELQUES REDUCTIONS REMARQUABLES

2.1. Décomposition de Dunford.

Proposition. Si x, est scindé alors il existe d diago-
nalisable et n nilpotent uniques tels que uw = d + n avec
don=mnod. De plus d,n € Ku].

Remarque. Ecriture par blocs dans M,,(C).
Application. Soit A € M,,(K) avec x4 scindé alors
A diagonalisable <= exp A diagonalisable.
Si A € M, (C) alors
expA =1, < A diagonalisable et Sp(A) C 2inZ.
Si A € M, (R) est diagonalisable alors
A diagonale <= exp A diagonale.

Application. Formule du rayon spectral.

Réduction d’'un endomorphisme en dimension finie. Applications

2.2. Réduction de Jordan.
Proposition. Cas des endomorphismes nilpotents.

Application. A € M, (C) est nilpotente si et seule-
ment si A et 24 sont semblables.

Proposition. Cas général.

Application. A € M,,(C) et *A sont semblables.
Remarque. Jordan = Dunford

2.3. Invariants de similitude.

Définition et proposition. Invariants de similitude.
Proposition. Réduction de Frobenius.

Application. Deux endomorphismes sont semblables
si et seulement s’ils ont mémes invariants de similitude.

Remarque. Frobenius = Jordan

3. REDUCTION D’ENDOMORPHISMES
REMARQUABLES

3.1. Cas euclidien.

Proposition. Réduction des endom. normauz.
Corollaire. Réduction des isométries.
Application. Connexité par arcs de SO(n).
Corollaire. Réduction des endom. symétriques.

Applications.
— réduction simultanée des formes quadratiques
— racine carrée d’'un endom. symétrique positif

3.2. Cas hermitien.

Proposition. Réduction des endom. normaux avec ca-
ractérisation en fonction des valeurs propres.

Application. Connexité par arcs de U(n) et SU(n).
3.3. Endomorphismes semi-simples.

Définition. endomorphisme/matrice semi-simple.
Lemme. Sip, est irréductible alors u est semi-simple.
Proposition. u semi-simple <= ., square-free

Corollaire. Si K est algébriquement clos alors u est
semi-simple si et seulement si u est diagonalisable.

Proposition. Réduction de M € M, (R) semi-simple.

DEVELOPPEMENTS
Trigonalisation et théoréme de Liapounov.
Surjectivité de I’exponentielle.
Réduction des endomorphismes semi-simples.

Cas ou exp(A) est diagonale.
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