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DUHÉE : 6 heures 

Calculatrice ékctronique de poche - y compris calcidutrice yrogr~rrrirnuble el ulP~i(itiiilii~ii~iiIe - t i  f i ) t ic-  

tionrrenicnt uutononic, noil itnpri~nunre, uutorisée conjbtiliiwettt d lu circiiluire tio 86-228 ,lit 2h‘ji i i l lc~ 1980. 

Lu clurté et la précision de lu réduction seront prises en cottipre dutu. l’uppréciutioti de lu cople. 

N ddsigne I’erisciiible des entiers naiiircls, Z I’ii~iiieau cles ciiticrs rclalifs C I  I: IL: ci)Ips tics ~ i o i i i l r i ~ s  

complexes. Si y est un iiombre prernicr, F, disigne le CUI 1)s I / p Z .  
Soit S un sous-anneau de C .  On note M,, (S) l’anneau des niatriccs carrées d’ordre I I  B coefficiL:nIs Ilillis S 

et GL ( I I ,  S) le groupe des Cldments inversibles de kl,, (5;) .  Si h.1 est un ilintelit dc hl,, (S), hl+ ( L C S ~ .  ‘hl)  di~igiic 
la matrice adjointe (resp. la matrice transposCe) de h.1. 

On dit qu’une matrice hermitienne (resp. une mairice synitrrique rdelle) A est dih ic :  positive si la fi)riiie 
hermitienne (resp. la forme biliniaire symttrique) associie B A est difinie positive. 

On dit que S est un anneau principal, si tout idéal de S peut ëIre enpendrd pur un scul dlénteiit, euclidien 
s’il existe une application N de S - (01 dans N telle que si u et b sont dcux bliiiients non r r d s  dc S ,  il zxistc (1 CI r 
appartenant à S vérifiant O = bq + r et r = O ou N ( r )  .C N ( b ) .  

La partie III est largement iiidCpendante des parlies 1 et II. 

1. P&LIMINAIRES 

A. Dans cette partie, pddsigne un nonibrc prciiiier ii i ioil i i  , 

A.1.a. Montrer que, si i d ,  v ,  wsont trois ClCments iiott nuls de f, I’+iatiolI : i ix2 + \#y2 = IV 

a une solution dans F,. (On pourra consiuirzr le cardiilal de I’enseniblc dcs ilinlent> de 1,.1 tornie 
(respectivement de la forme w - vy’)). 

t L  

B’. Soit D 2 1 un entier qui n’est pas divisible par le carré d’un nombre premier. On pose : 
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8.2. Dans le plan euclidien rapporté a un rephe orthonormé, on désigne par A, B, C les images. respectives 
et par T le triangle, cilveloppe convexe dcs points A, 8, C. Le rilyoll du cercle des nombres O, 1, w 

circonscrit B T est noté R. 

B.2.a. Montrer que pour tout point M de T, on a : inf (MA, MB, MC) < R. 

Prouver l'égalité : 

k = sirp (inf ( MA2, MB2, MC*)) . 
Al6T 

B.2.d. Soient a. f3 deux ClCments de Z Iwol .  fi étant supposé non nul. Montrer qu'il existe y ,  i l in icn t  
de z [wD]#  tel que: 

En déduire que Z [ w 1 est un aniieau euclitlipi lorsque D est Cgal h l'une des valeurs buivurltcs : 
1,2,.3,7, 11. 
Applicuriori : déterminer y lorsque D = 2, a = 5 + 3 w 2 ,  = - 1 + 3 w 2 . 

II. MATRICES HERMITIENNES DE LA FORME WL3 

Dans cette partie, S désigne l'anneau Z ou l'un des anneaux Z [w 1 pour D - I ,2 ,3 ,7 ,  OU 1 1. Si S = Z, 

Deux matrices hermitiennes Aet B de Mi, ( S )  sont dites coltgruelltcs s'il existe U E GL ( n ,  S) telle que : 

Àun Clément x = ( x I ,  ..., x,,) de Sii est associée ilne niatrice à une ligne dont les cocfficieiits sont les Elin- 

on pose : k - 1/4, et si S '5 Z [O O], k est la constante difinie en 1.8.2.6. 

A = U B U* . Les classes d'équivalence pour cette relation sont appeltes classes de congruence. 

posantes de x ;  dn notera égaiement xcctte matrice. 'x disigncra la matrice transposie, et S* la matrice ' x .  

1. Montrer que si Aet B sont deux matrices hernlitienrles congruentes, alors : det A = det B . 
24. Soit A une matrice hermitienne difinie positive appartenant à M,, (S) .  Montrer qu'il existe un  cnticr 

tti (A) > O et un CUment z appartenant a S" dont Icb coiiiposailtes sont premières e n ~ ~ r :  ellcs tels LIIIC: I'im 
ait : 

m(A) * inf .vAs* = LA:* 
res"~11Il 

A = [ 2  ' ) .  
2.b. 
2.c. Diterminer HI (A) lorsque s a z et 

toujours nl (A) = nt ( B) lorsque Aet B sollt cc)ngruclltes ? 

7 25 

A Le cas ti - 2, 

Soit Aune matrice hermitienne difinie positive de M L  (s) CI soit 1111 2lGmcnt de s? tel l,llc : l t ,  (A) t A <*  . 
A1.a. Montrer que 'z est vecteur colonne d'une niatrice invrrsihle U, de GL(2, S) et en dicirrire I'cxistellce 

d'une nlatrice hermitienne B = ( b i i ) ,  1 < i, j 4 2 ,  où b , ,  = /PI(A),  telle qtlc A et B si)icllt 
congruentes. 

A1.6. Montrer qu'il existe s E S tel que : 1 6 1  I S + blz 1 < k !  b, 

-(; ") et en déduire l'existence d'une matrice c : 

i. a - tn(A) = rn(C). congruente à 4 qui vérifie les deux conditions : 
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A.1.c. Montrer que si A E M, (S) est une matrice liermitienne difinie positive de ddtcrniinant igal a d ,  
alors on a : 

m(A) 6 ( 1  - k ) - j d i .  

A.1.d. En déduire la finitude de l'ensemble des classes de congruence de matrices herniitiennes d'ordre 2 à 
coefficients dans S, définies positives, de dcterniinant doiirii. 

A2.a. On suppose que dest égal a 1 et que S est l'un des anneaux suivants : 

Montrer alors que m (A) = 1 et qu'il existe B E GL (2, S) telle que A = B* B. 
S = Z,  S = Z[W,] pourD = 1,3.7. 

A2.b. En déduire les propriétés suivantes : 
i. Tout nombre premier est somme de quatre carrés. 
ii. Quel que soit le nombre premier p, il existe des entiers relatifs a, b, c, d tels que : 

iii. Quel que soit le nombre premier p, il existe des entiers relatifs a,  b, c, d tels que : 
p - a 2 + u b +  b 2 + c 2 + c d + d 2 .  

p - a 2 + u b + 2 b 2 + c 2 + c d + 2 d 2 .  

B. Mutrices symétriques a cwCficients entiers. 

B.1.u. Soit f :  Zn - B un homomorphisme surjectif de groupes abiliens, et soit x E Z" tel que A x )  = 1 .  

B.1.b. Soit x = ( x ,  , ..., x,,) un éliment de Z" . blolitrer que les conditions suivantes sont Cquivalentes : 

Montrer que Z "  est la sonime directe du sous-groupe cngcndrt par x et du noyau de f. 

i. x appartient a une base de Z . 
ii. II existe M E GL ( O ,  H ) adniettant ' x  coilime vecteur-colonne. 

iii. 11 existe des entiers relatifs O, ,  1 Q i Q 11, tels que : 11, x, = 1 . 
1 -  1 

iv. II existef: Z n  - Z homomorphisme surjectif de groupes abiliens tels quef(x) = 1. 

B.2. Soit A une matrice symétrique d'ordre n > 1 difinie positive a coefficients dans h . Montrer I'exis- 
tence d'une matrice B = ( b J ,  1 Q i ,  j d I I ,  congrueilte à Aet telle que : b,, = tri (A) . 

8.3. Soit A (a,)), 1 d i ,  j d n,  une matrice syinitrique dt5tïnie positive a coefticiciils dam h telle que 
tri  (A) = a l , .  Si x = ( x I  , ..., A,,) est uii tltriiriit de Z", on tldfiiiit I'13diiiciit y = (y l ,  ... , y,,) par IL'S 
relations suivautes : " 

YI = XI + 1 U I ,  ;q, l .r , ,  y, = x;pour 2 d i d I I ,  
1 -  2 

On pose : z = (xz ,  . . ., X,') , ' y  = U ' x .  

B.3.u. Montrer que l'on a : x A ' x  = ui,d + a,' zB'Z 

OÙ B est une niatrice syinttrique difinie positive qqxirtenant 6 M,,-, (Z)  et qui virifie les dtwx 
relatioiis : 

'8.3.6. Montrer que l'on a : 

I (on choisira x de telle sorte que l'on ait : 1 yI 1 G 2 ; z B 'Z = r n  (B)  ) . 

B.4.u. On suppose n < 5 et soit A E M,, (Z) une matrice symétrique définie positive dont le dkternii- 

B.4.b. Montrer que tout nombre premier de la forme 811 + I ou 811 + 3 est somme de trois carris. 

nant est kgal a 1. Montrer que tri (A) - 1 et en diduire qu'il existe B E M,, (H) telle qtic A = '13 B . 

Tournez la page S.V.P. 
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III .  CLASSES DIDEAUX ET ANNEAUX PRINCIPAUX 

On rappelleque deux Cléments A et B de M,, (Z) sont semblables s’il existe un éliment Q de GL (II, L) tel 
que A - Q B Q - l  ;les classes d’équivalence pour cette relation sont appeldes classes de similitude. 

A. Soit P (X) un polynôme unitaire de degré n > 1, a coefficients dans Z et irréductible sur O [XI. Si 8 est une 
racine complexe de P (X), on noie Z [tt] le sous-anneau de C, ensemble des tltmeats de la Cornie : 

n -  I 

i- Il 
1 ale ‘  où N, E Z pour i = O ,  .... II - 1 .  

On dit que deux idéaux 1 et J de Z [0] appartiennent a la nieme classe s’il existe deux BICments non nuls (1 et b 
de h[e] tels que al = bJ. A designe un 21Cment de M,, (Z) tcl quc P(A) = O .  

A.l. Montrer que tout idéal non nul de h [O] est un groupe abilien libre de rang II. 

A.2.o. Montrer qu’il existe x - ( x I  , ..., x,,) eldinent de Z [Ol’l\(O} tel que : A’x - 11‘s. 

A2.6. Montrer que Z x I  + ... + Z x,, est un idCa1 de L [O] dont la classe est indCpcndontr du vecteur 
propre ‘x choisi. 
On notera I ,, la classe de l’idéal Z xI + ... + Z x,,. 

A.2.c. Soit Q un Clément de G1. (II, a). Moiitrcr que : 

1, = IoAo-l. 

A3. Soit J - 2 yI + ... + z y,, un idéal de Z [Ol. on pose : 

y - (Y, , *..*Y,,).  

Montrer qu’il existe une matrice B a coefficieiits cnticrs telle quc : 
Bty = 0 9 ,  P(B) O .  

A.4. Montrer qu’il existe une bijection entre l’ensemble des classes de similitude des matrices A, ilClllcnts 
de M,, (Z), telles que P(A) - O et l’ensemble des classu: d‘iddaux de H [O]. 

AS. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes ; 
i. Z [O] est un anneau principal. 
ii. II existe une seule classe de similitude dans M,, (Z) de matrices A d’ordre I I  a coefficients eniiers 

’ telles que P (A) = O. 

B. D 3 1 désigne un entier qui n’est pas divisible par le carre d’un,nombre premier; H [wD) est l’anneau 
introduit en LB. 

B.1. On suppose D 9 1 ou 2 (mod 4) : 

désigne une matriceà coefficients dans Z dont le polyndnie caractkristique est : 

En considérant les valeurs a - O et a - 1, montrer que E [wD] est principal si et sculcnient si L) - 1 
o u  2. 

P(X) = xz + D .  

Toiirncn lit page S.v.1’. 



AGREGATION d e  MATHEMATIQUES 
m a t h l r m a t i  queç qenbrales 

page 5 
1989 5 

B.2. On suppose D 9 3 (mod 4) et l'on pose : 

K--. D +  1 
4 

Soit A un élément de M, (2 )  dont le polynôme caractiristique est : 

P(X) Xz - X + K .  

B.2.a. Soit: 
1 - 0  - b \  

une matrice semblable a A telle que I al soit minimum. 

En calculant PAP-' lorsque P est l'une des matrices suivantes : 
I n  1 0  O 1  

( O  1 )  ( n  1 )  ( 1  0 )  (; - Y )  
montrer que l'on peut supposer que les coetficients de B virifient : 

a 2 O ,  c > 2a + 1 ,  b b 2a + 1, 3(uz + a )  + 1 6 K. 

B.2.6. Soient a,  fi, y trois entiers tels que : 
O 6 a < K-1, 1 < P Q  y ,  p y  - K + a2 + a 

Montrer que, quel que soit I'ilinient ( A ,  y) de Z%z\{O), on a : 

En déduire que les matrices : 
pxz + y y 2  + (2a + I ) x y  > y'. 

ne sont pas semblables. 

B.2.c. On suppose que 2 [ w 

B.2.d. On suppose que K - 1 ou que K + u2 .+ u est premier quel que soit u 2 O vir i f iunt  
3 (d + u )  + 1 6 K ..Prouver que Z [ 

est un anneau principal. Montrer que K - 1 o u  que  K + uz + u est 
un nombre premier pour tout entier u tel que : O 6 u < K - 1. 

1 est un anncau principal. 

B.2.e. On suppose D < 200. Prouver que 2 [wol  est principal si et seulcniciit si 
D-3,7,11,19,43,67,163. 

B.2.b On suppose D < IO6. &rire un prograilune perniettant de virifier que les valeurs trouvies 
sont les seules pour lesquelles l'anneau .@ [wu] est priiicipal. 

C. S désigne l'un des anneaux Z [wO] pour D - 19,43,67, 163 et on suppose S euclidien pour une application 
N de S - {O} dans N. Soit a un éliment non inversihle de S - { O }  tel que N (a )  soit miriinium. 

C.l. Montrer que S/a S est isomorphe a l'un des corps F, ou F,. 

C.2. En diduire que pour D - 19, 43.67, 163,Z [w,] est un anneau principal non euclidien. 


