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CONCOURS EXTERNE 

Le but  du p r o b l h e  est I'itutle de I'Gquation clill'6renticlle : 

(El. k )  11'' ( .v) + ( h  - 2 E COS 2 S)  I I  ( X )  = O , 
8 

où i i  est une application de R dans R de classe C?, et h et E sont des paramètres riels. Les parties III et IV sont 
consacrkes à I'itude de matrices carries d'ordre 2 et de clthminant 1, et sont ind6pcndantes des parties 1 et II ; 
elles introduisent des méthodes reprises dans la partie VU. 

Notations 

Si a appartient à C, 'on note Re a sa partic riellc, Im a sa partie imaginaire. I a I son module. Arg a son 

Si A est une matrice, on note tr A sa trace, det A son déterminant. A"sa puissance ti-ième. Si A est inver- 

Pour une fonction ii (x, h )  ou i lx (.r) o n  notera i i  sa d6rivée par rapport h x et i i  sa dérivie par rapport h 1, 

argument e t ü  son conjugué. 

sible, A'' est définie pour n appartenant a Z. On notera dim F la dimension de l'espace vectoriel F. 

quand ces dérivées existent. 

Définitions 

Une application u ( w )  cle R dans R OU C est dite : 

I. SUITES R~CURRENTES 

Dans toute cette partie 1, le paramètre E est suppost5 strictement positif. 
On considkre des suites de nombres complexes, indexCes par Z . Si c = ( c , , ) , , ~ ~  est une telle suite, on 

note u ( c )  la suite u ( c )  = ( c _ , , ) , , ~ ~  . On dira que la suite c est paire si a (c) = c ,  que la suitc c est inlpnirc si 
u (c) = - c . On dira que c est bornde à droite si { c lr ,  n 2 O) est borni. On dira que c est bornk si cet a ( c )  
sont bornies a droite. 

Soit E > O et h E R. On note Li,c l'ensemble des suites c = (c;,),,,, , v6rifiant : L, E 
E c,,+, + (4 t1Z-A) c,, + e Cp, = O , v t l  E z . 

Pour abréger on notera simplement L = LA.* s'il n'y a pas d'ambiguïté. De même on notera B+ Ra,,+ le sous- 
espace vectoriel de 1- formi des suites born6es à droite, et 13 = UA le sous-cqxicc vectoriel de 1. forin6 ilos 
suites bornies. 

1 .  Montrcr ytic 1, est un espace vectoricl de dimension 1. dont une hase cst forn i tk  d'une suite paire et cl't~nc 
suite impaire. 

Soit cet ddcs élinients de L. Montrer que : 

c,, (Ill+ 1 - Cl'+ 1 tt, = 'Q n, - ('1 rt ,  , v t1 E z . 

. 2. Soit c E B+ . Étudier la convergence de c,, quand n tend vers + 
Montrer que B+ est de dimension au plus égale li 1 .  

Toiinlcz IU S.V.P. 



3. Soit c un ClGment de €3. Montrer qiie c est paire ou impaire. hlontrer'quc la borne supcrirure hl de 
I'cnscnildc { I c,, I , n E i! est atteinte, Montrcr que si h < - 7 E . : h r s  (.est In suite nullc. 

4. O n  note A, =: max (A , O). Soit c E €3 CI 1) un  entier strictement positif. 
Montrer que pour tout t i  tel que tz 2 p + 1. ( A  + on a : 2 

h4 ( 2 E)" 
I CtI I 5 

(4 II2 - h ) ( 4 ( t l  - 1)' - h)  ... ( 4 ( n  - p 4- I ) Z  - A) 

I I .  &RIES DE FOURIEK 

Dans cette partie 011 suppose cncorc E > O, et o n  considkre I'iqtiation ( Ei.L). 

1 .  Soit i i  (.VI ilne fonction n-ptkiodique cic R dans C cle c1;issc C". et soit Z,lcz c,, exp ( i  2 t1.d s a  s2rie de 
1:ouricr. On note c la suite ( c ~ J , , ~ ~  iIVcC : 

2. Soit i l  ( x )  une solution n-périodique de (EJ. Montrer que la fonction i l  (x )  se prolonge en une fonction 
holomorphe sur C tout entier. 

3. Soit I I  (s) une fonction de R dans C de classe Ca, n-antipiriodiquc. et soit X t l a z  c:, exp (i(2ti  + i )x )  
ski siric de Fourier. On note c' la suite ( c : , ) , ~ ~ ~  iivec : 

On considère les ensembles suivants de matrices carries d 'ort lr~ 2 : G = [ ( (' " )  , il, b, c; d E R; i i t l -  bc 5 1 
c (1 

On admettra le fait que ce sont des groupes multiplicatifs. 
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1 .  Soit A un 6lGment de G. On note t la trace de A. 

Montrer que A admet une valeur proprc p qui vkril'ie I S I 11 l et O S Im I L  . Esprimer 11 en fonction de T . 
Tracer la courbe du p h i  complexe d&xitc pitr IL  (T) qtiancl r dGcrit H , iiiiisi que lil courbe c1Gcrifc par I'itutre 
valcur propre de A. 

2. Pour A d h c n t  de G, montrer I'&luivalcnce dcs trois asscriioiis : 
i. - 2 1 r 1 2 ;  
ii .  
i ii .  I I  csistc v iioii nul cli1ns R2 tel cltic l'ensemble !A" v.  n E ZI boi t  lmmi 

(t) est de module 1 ; 

I i  
3. I'our A E G on posc: : 4) (A) = A = CAC-' , où C est li1 matrice : 

4. ?oit A , A' , Â" des Cléments de G de coefficients respectifs (u , @) , (a' , fi') , (a", f3" ) . On suppose que : 
A - A' A" . Montrer que Re (a (a')-' (a")-l) est > O . 

IV. hIATRlCES DtPENDANT D'UN PARAR.Il?TRE 

Dans cette partie, on étudie dcs matrices de G , dépendant d'un pilramktre r6el I .  On note : 

Soit (r,),," une suite de riels. Pour I I  entier positif on pose : 

On notera : 

e t ~ , , ( f )  = t r ( q l ( r ) )  = ~ , ~ ( i )  + d , , ( f )  = 2 R e a , , ( r ) .  

1. Montrer que les coefficients N,, ( r )  , h, ( r )  , c, ( r )  , d,, ( f )  , u,, ( r )  et p,' ( 1 )  sont des polynbmes de la variable r .  
Trouver leurs degrCs respectifs, ainsi que Ics termes dc plus haut degri dc (O, ( f )  et a,, ( f ) .  

En diduire que t,, ( f )  est un polyncime dc degr6 t i  dont Ic terme de plus haut degr6 est ( - r)" . 

2. Montrer qu'il existe une fonction $,, ( r )  continue de R dans R, telle que : 

i. Pour tout t, +,'( f )  = Arg (a,l ( 1 ) )  modulo 2 n ; 
ii. lim $,, ( I )  = O . 

t+ - m 

On pourra considérer une primitive de Im 

3. Montrer que : lirn O,, ( t )  = tt n . 
t++ m 

(On pourra procCder par rtkurrence et utiliser 111.4.) 



4. Montrer qu'il existe des réels sl < .Y, < ... < s,,-, , tels que pour j = 1 , ... , tz - 1 : +,, ( s ~ )  = in . 
En dtiduire que pour tout 0 tel qiic - 2 < t) < 2 ,  I'&liiaiioii t,, ( i )  = O admet I I  racines rtiellcs distinctes 
* / / ( H ) , j  = 1,2 ,..., j1,avec - m < y,  (0) < yl(tl) < ... < ' { " ( O )  < + m . 

5.  S o i t S , ' , = { l ~ R , - 2  < t , ( t )  < 2 ) .  
Montrer que les fonclions y, (0 )  sont 11ionotones CI C 
r6unioo de I I  intervalles ouverts disjoints. 

sur I'intcrvallc 1 - 2. 2 1 . En dtiduire que S:, est la 

6 .  Montrer que les racines des equations t, ( i )  = 2 et t, ( I )  = - 2 ,  sont rielles et nu plus doubles. Trouver 
une relation entre le5 iionil)res h: CI h i  c k  rilcillcs i1ollldc.s tic ces ~il\li~tiorls et IL. nombre s,, c k  colnposi1ntc.s 
c O I l I l C S ~ S  de I'CllSL.Il l l )k : s,, I f E l< ; - 2 5 T,( f )  s L} . 

7. I lans ccttc qucstion on suppo\c les 1, tous niils. On ii doilc .A,( f) = (A(t))". IlGlcrmincr I'cnscmhlc S, ;linsi 
tltic 1c.h rxciiics clch & l i i ; i l i o i i \  T,, I H  = 2 et T, (II = - 2 .  

V. SOLUTIONS FONDAMENTALES D'UNE BQUATION DIFFkRENTIELLE 

Dans cette partie et la suivante Ic paramètre E est positif ou nul. 
On notera C = ( x )  et S = SA,r (x) les solutions fondamentales de I'Pquation Donc les fonctions 

C (x) et S (x) sont solutions de (Ei , , c )  et virifient : 

C(0)  = 1 ,  C'(0) = O 
s ( O )  = O ,  S' ( O )  = 1 . 

l i f ( x )  + h u ( s )  = O ,  
Pour E = O, I'iquation (E,,, ,) est simplement : 

et oii notera c i  = C,.,, et si, = Si." , ses solutions fonelamt.ntalcs. 

1. Donner B l'aide de fonctions usuelles les expressions cle C, et s, quand h est respectivement positif. nigatif, 
nul. Donner les diveloppements en séries entières dc ci et S, et d6terniiner les rayons de convergence. hlon- 
trer que les fonctions de deux variables : (x, 1) - c ,  (.y) et (s, A) - sir (x) sont de classe C'. 

2. Montrer que C (x) = CA,e (s) est solution de 1'6quation intigrale : 

C ( s )  = C,.(X) + E S,(S - f )  (2cos2f)C(f)dt  

3. Soit g,, (x, h )  la suite de fonctions ddinie pur rtkurrence : 

Soit I un intervalle borne R. EtalAir la majoration : 

oii M (1) est une constante dipendant de l'intervalle borni 1. 

En diduire la convergenq normale de la série de fonctions 
{ ( ~ , x , h ) ;  O S E  ~ ; ~ ) , O ~ x < n , h  € 1 )  etmontrerquesasommeestCA.,(s). 

Z f I r , ,  E"g,, (x, 1) sur tout ensemble 

4. Montrer qu'il existe une fonction continue M (E)  telle que pour h > 1, I C,.E (n) - cA(n) I < bl (E )  

On admettra que les fonctions de trois variables (x, h ,  E ) *  C, ,e  (x) et (x, 1, E) - SA,€ (.Y) sont de 
classe C et qu'il existe une fonction continue M 2  ( E )  telle qiie pour h > 1 ,  1 SL,,(n) - s',(x) 1 s Ma(&) h-1'2. 

, 

Toirmez la page S.V.P. 
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VI. UNE ÉQUATION AUX D É R I V ~ E S  PARTIELLES 

Soit h > O. Soit x l'application de R? dans R? difinie par x (5. q) = ( x ,  y) avec : 
s =  IichE,cosq, y =  h s h e s i n q .  

1. Trouver l'image par x des ensembles 1 E, = R } et { q = R } . On notera ces images respectivement rR et H, . 
2. Soient les ensembles : 

3 .  Soit j ( x ,  y \  iinc lonrlioii clc Vtlans It . On cli l  q u c f  wrilïc la coiicliiion f Di) sïl cxistc clcs I'oncticrns clc 
I{ tlall\ I{ , u 17)) c1 v 15, . tellch qiic : 

i .  u csl n-piriodique o u  n-iiiitipc.riotlicltic ; 
ii .  11 ci v sorit ioules cleux pairch 011 iouics clcus inijxiircs ci ( u  (O), 11' ( O ) )  = ( v  ( 0 )  , v '  ( O ) )  f (O, 0 ) ;  
iii. /'" x (5 , ri)  r v (5) i i  (r i )  siir U. 

Soit p > O. On dit quef.vérifie (Dd si elle est solution sur V de : 
fx" , ' f "  + p f =  o .  rJ 

On admettra la formule : 

h'(ch 2 5 - COS 2 q) ((j$ + f>! O X )  = 2 ((f" X ) ; ,  + (f" X) ;b .  
Soit f vérifiant ( D I )  . Montrer que si f vérifie (D,) la fonction ii est solution d'une Cquation (EL.e). Trouver E 
en fonction de p. En dci-duire que dans ce cas i i  se prolc)nge en une foiictioii holomorphe sur C tout entier. 

1. Montrer que dans ce cas v est aussi solution d'une iquation différentielle que l'on déterminera. En dzduire 
que:v( t l  = u ( i E )  ou v ( t , )  = - i u ( i 5 ) .  

VIL VALEURS PROPRES PÉRIODIQUES 

et 'I (IL$ E) sa trace. 

1.  Montrer que si i i  est solution de (El,. t), alors les applications x - I I  ( - x )  et x c-, ii (n + x), sont aussi 
solutions. hlontrer que A (h,  E) est la matrice de l'application linéaire 11 ( . )  I-+ I I  (n + .) dans une certaine 
base, et que A(À, E) appartient B G. 

2. Montrer I'équivalence entre les assertions : 

i. A (i., E) admet pour valeur propre 1 ou - 1 ; 
ii. (Ej.,t) admet une solution n-piiiodique non nulle, ou une solution n-antipiriodique non nulle. 

En diduire que pour tout E > O el tout h rccl la matrice A(k, E )  est ciifferenle de ],et de - 1,. 
3. Montrer que les assertions i. et ii. du 2. sont équivalcntes B : 

iii .  S,,c(jr).Ci,E(n) = O. 

(On pourra considérer l'application I I  ( . ) P u (n - . ). ) 



et et1 tliduirr cluc I'iquation en h : 

S k . t  (n) * G..t(n) - 0 

n'a que des racines simples. 

5 .  Montrer I'équivalence entre les deux assertions : 
i. (EL,E) admet une solution bornée sur tout R, 
ii. - 2 s ~ ( k ,  E) 5 2. 

6. On note Fi. l'espace vectoriel des solutions 2n-périodiques de I'Cquation différentielle Pour E fixi, 
A est dite valeur propre périodique simple de (Ek,J si dim FA.E - 1 et vulcur propre périodique double si 
dim Fi.t 9 2. 
On note A(€) l'ensemble des h tels que - 2 S T (k, E) S 2. 

n. Montrer que pour E > O les valeurs propres piriodiques de 

b. Calculer A(h,o), ~ ( k ,  O) et le coefficient u(k, O) de @(A&, O)). 

c. Trouver les valeurs propres pCriodiques de (EL,"), leur multiplicité, ainsi que l'ensemble A(0). 

forment une suite croissante 
(A,(€) )  j = O, 1, ..., à priori finie ou infinie. 

7. Soit E > OetB > Odonnés. 
61. Montrer qu'il exister > B telque ~ ( h ' ,  O) = O, et IT(~.' ,  E ' ) I  < 1 pour E '  S E .  

Pour O s E' I; E ,  soit N(E') le nombre de valeurs propres périodiques de 
cit2 dans l'intervalle 1- Q), h'l. 
6. Montrer que N(E') est constant pour O < E' S E. 

c. blonlrcr, en considthnt d'une part l'argument du coefficient a@, E' )  de @(A(k ,  E'))  et d'autre part les 

comptées avec leur multipli- 

variations de la fonction h * ~ ( k ,  E'),  que pour e'assez petit, on a N(E')  =I N(O). 

8.  Montrer que pour E > O, A(€) est une riunion dénombrable d'intervalles fermis disjoints dont on ditermi- 
nera les extrémités. 


