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concours exierne

ER ‘m%l,,%g;\ o

composition de mathématiques générales sDurée i

Calculatrice électronique de poche — y compris calculatrice programmable et alphanumérique — d fonc-
tionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément d la circuluire n® 86-228 du 28 juillet 1986.

La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l'appréciation de la copie.

Le but du probleme est de présenter quelques résultats sur les zéros des polyndmes complexes et de les
appliquer aux séries entiéres.

Notation : Pour tout a élément de C et pour tout r élément de [0, + o [ on note D (a, 1) le disque
fermé de centre a etderayon r :

D(a,r) ={z€C:|z - a| € r}.

A. THEOREME DE GAUSS-LUCAS, SERIES LACUNAIRES

I. LE THEOREME DE GAUSS-LUCAS

1. Enveloppe convexe d’une partie d’'un espace affine réel E.
a. Montrer qu’une intersection de parties convexes de E est convexe, éventueliement vide.

b. Si A est une partie de E, montrer I'existence et I'unicité de C (A), partle convexe de E, telle que, pour tout
convexe Kde E, A C K équivauta C(A) C K. '

C (A) est appelée enveloppe convexe de A.
c. SiA ={M,, M,, .., M,}, ot les M, sont des points‘ de E, montrer que C (A) est ’ensemble des
barycentres des systemes (A;, M) tels que : i: A # 0 et,pourtouti, A, 2 0.
i=
2. Le théoréme de Gauss-Lucas.
SoitP=c -lj (X - ;)" un polynome complexe non nul o1 les nombres complexes a; sont deux a deux
distincts et‘c estdans C.

[

; az . . P
a. Décomposer en éléments simples la fraction 7

b. Soit z un zéro de P' tel que P (z) # 0. Prouver égalité : Z i

=0.
oy 'lz-ﬂll2

c. Montrer que 'ensemble des zéros de P’ est inclus dans Fenveloppe convexe de Pensemble des zéros de P.
Ce résultat constitue le théoréme de Gauss-Lucas.

3. Application i la localisation des zéros dans un disque.

Montrer que si tous les zéros d’'un polynome P sont de module inférieur ou égal au réel strictement
positif R, il en est de méme pour les zéros de P'.

Tournez la bage S.VP.
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1. SURJECTIVITE DES FONCTIONS DEFINIES PAR UNE SERIE LACUNAIRE

+ @
Dans tout le probléme si (n,), < o est une suite strictement croissante de N telle que la série > —
k= Ny
+
converge et (a,); e n une suite de nombres complexes non nuls, on dira que la série entiére S a2 est
lacunaire. k=0
On suppose dans les questions 1 et 2 de cette partie All.que:ny, =0, n, =1, gy =1, a, = — 1,
+
et que la séric entigre lacunaire 1 — z + 3 a, 2" converge pour tout z élément de C.
kw2 ’

On note f(z) la somme de cette série. Pour tout d entier supérieur ou égal & 1, on note
P,, Q., R, les trois polynémes suivants ;

l‘ | n l " ny=
P, = Z a; X"k Q,(X)= X" P‘,( "‘) et R, (X)=X"™ ! fl(‘l‘) .
k=0 X X

1. Borne du module d’un zéro du polynome P, .
a. Soit p un réel strictement positif, montrer que si P, n'a pas de zéros dans D (0, p), R, n’%en a pas non plus.
b. Calculer les coefficients du polynébme R ;.

¢. Montrer, par récurrence sur d, que P, a au moins un zéro de module inférieur ou égal A p, o p, = 1 et

= ]'d_[ e _ G432
P k=2 M — 1 -

Indication’: on pourra considérer le polynome S tel qué R,(X)=n,S ( oy~ 1 X) .

2. Existence d’upn zéro de f.
a. Montrer Pexistence d’'un réel M vérifiant: VdEN", 3z€ C: (P,{(z) =0 et |z| S M).

b. Montrer que Papplication f s’annule au moins une fois dans C.

3. Surjectivité de certaines sommes de séries lacunaires.

Montrer que si g est la somme d’une séric entiere lacunaire de rayon de convergence infini et si g’ (0) # 0
alors l'application g : C — C est surjective.

B. LOCALISATION DES ZEROS D’'UN POLYNOME

Dans cette partie B, on considere n un entier supérieur ou égala 1.

Pour A élément de Palgebre M, (C) des matrices carrées complexes d’ordre n, dont le coefficient de

ligne iet colonne jestnoté A, ;, on pose :

n
L‘=|A,,,|_ EIA,'Il et 0.=Inin{L,: l=1, ooy n}.
A
s
M, , (C), Pespace des matrices colonnes a n éléments, est muni de la norme || || définie par :

I X = max{|x;]:i=1,..., n},lesnombres x; étant les éléments de la matrice colonne X.

1. Localisation des valeurs propres d’'unc matrice.

a. Dans cette question a. uniquement, on suppose que a est strictement positif.
MontrerqueVX € M, , (C), [AX]|2a [Xli; endéduireque A estinversible.

A SUIVRE
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b. On ne fait plus d’hypothése sur a. Montrer que toute valeur propre de A est incluse dans :
i=)

U D Ai.i’ Z'Al[l
7
j=

2. Application aux polynéomes.

SoitP=a, + ;X + ...+ a,_, X""' + X".

.En étudiant la matrice :

0 1 o - 0
0 0 1 0 0
A=) ...
0 Q0 0 1
- 4 : T 4y T a,

montrer que tout zéro de P est dans 'ensemble :

n=2

dp-y> z ’all

i=0

3. Nombre de zéros d’un polynéme situés dans un disque donné.

D,HUD

Soit D un disque de rayon non nul ct de fronticre le cercle T, orienté dans le sens direct, ¢t P un polynéme ne
sannulant pas sur I,

Montrer que le nombre des 2éros de P, comptds avee leur multiplicité, qui sont situds dans 1D est cgal a

lintégrale :
1 I P’(z)d
2in ), P(g) °F

C. LE THEOREME DE GRACE

Notations. — Dans cette partic C, p étant un ¢lément de N¥, on note C,{X] Pespace des polynomes a

cocflicients complexes de degré au plus p, ct on détinit la forme bilinéaire d’apolarité, G, sur C, | X| par:

v(P,Q) € (C,[X])? f — 1)kPW(0) - Q-4 (0).

GL, (C) désigne le groupe multiplicatif des matrices inversibles d’ordre 2 a coefficients complexes.,
Dans cette partie C, n est un élément fixe de N *,

On appclle sphére de Riemann 'ensemble, noté S, obtenu en adjoignant au plan complexe € un point,
noté <o .

Sestdoncensemble C U {o}.
Les opérations de C sont, en partie, prolongées a S par :
pouura €C, a+

0+ g=00 ¢ g/ =(; © X o =00

oura €EC*, g X © =0 X g=o0 et a/0=
p

NB. © + o, (} X o0, /0, 0/0 n'ont pasde sens dans S.
i. Action de GL, (C) sur la sphére de Riemann.
a b
Pour A = , matrice complexe inversible, on définit rhomographie associée :

c d

. az+ b = 4
- Ha:S— S, parHy(2) = =7 pourz dans € et Ha(®) = —.

Tournez la page S.V.r.
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On rappelle que ensemble H des homographies de S est un sous-groupe du groupe des bijections de S sur
elle-méme et que l'application: A — H, est un morphisme surjectif du groupe GL, (C) sur le groupe H.
a. Déterminer le noyau de ce morphisme.

b. Montrer que GL, (C) est engendré par I'ensemble des matrices :

0 1 1 1 kK O
( ), ( '), ( )oﬁkdécritC*.
1 0 0 1 0 1

Indication : On pourra utiliser des opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes

c¢. En déduire une partie génératrice de H.
2. Géométrie de la sphére de Riemann.

C est muni de sa structure affine euclidienne naturelle.

On appellera S-droite toute droite de C complétée par = ;
S-cercle tout cercle de C et toute droite de S;
S-disque fermé :

i. toutdisque fermé de C (de rayon strictement positif),

ii. tout complémentaire d’un disque ouvert non vide de C complété par o,
iii. tout demi-plan fermé de C complété par . '

a. Montrer que Pimage d'un S-cercle (respectivement : d’un S-disque fermé) par une homographie est -
un S-cercle (respectivement : un S-disque fermé).

b. Montrer que tout S-cercle est I'image du cercle unité de C, T, = {z€C:|z| = 1}, par au moins une

homographie et que tout S-disque fermé cst limage du disque unité de €, Dy={ze C:|z| € 1},
par au moins une homographic. :

3. Action de GL, (C) sur les polynomes et sur la forme d’apolarité.

a b

c d
CAP)=(— X + a)" P(

Pour P élémentde C,[X] et A = ( ) élément de GL, (C), on définit I'élément A (P) de C,, [X] par:

__d2£:_b)
- X+ al’

a. Pour A et B dans GL, (C) et P dans C,, [X], montrer que (AB) (P) = A(B (P)).

I -t
b. Pour ¢ nombre complexe, on considére la matrice A, = ( ) .
0 1
Montrer que pour P et Qdans C,, [X] et ¢ dansCona: G,(P,Q) = G,(A,(P)A,Q)).

¢. Montrer que pour tous P et Q dans C,, {X] et toute A dans GL, (C), G, (P, Q) = 0 si et.seulement si
Gn (A (P)7 A (Q) ) = O'

Si P et Q apparticnnent 2 C,, [X], on dira que P et Q sont apolaires lorsque G, (P, Q) = 0.

4. Effet de I’action de GL, (C) sur les zéros des polynémes.

Rappel. Les fonctions symétriques élémentaires sont définies par .
. < <£n
.Ch — Xy ceer X)) = 11 x;, pour 1< p < n,
OP.C" C, op(xla 2 n) lC(l,zZ:,.'.‘,n} e i
cardl=p °

A SUIVRE
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et: o,(x,, x5, ..., x,) = 1. Eiles sont invariantes par permutation des x;.

Noations.

Si le degré de P, polynome non nul, est m < n, ondiraque:
c est zéro de multiplicité n — mde P,

Pour P élément de C, [X] on appellera zéros dans S de P les nombres complexes z, tels que P(z) = 0 et
« si P est de degré strictement inférieur a n.

On prolonge a S les fonctions symétriques élémentaires en gardant linvariance par permutation et en
posant, pour (x,, x,, ..., x,) élément de C":

O, (X, Xy ooy Xy, ©,..,,0) =0 sip< k-1,

=0, (X, Xy, x,0) sin2p2k

a. Montrer que pour P élément non nul de C,[X], (x,, x,, ..., x,) est la famille des zéros dans S de P,
comptés avec leur multiplicité, si et seulement si il existe un nombre complexe K non nul tel que :

P=K Y (= 1YVo;(x), X, ..., x,) X"/,
j=0

b. Soient P un élément non nul de C, [X] et A un élément de GL, (C), montrer que la famille des zéros dans
S de A (P) est Fimage par 'homographic H, de cclle des zéros dans S de P.

5. Le théoréme de Grace.

On considére P et Q, deux éléments apolaires de C, [X], et on veut prouver que tout S-disque fermé conte-
nant tous les zéros dans S de P contient au moins un zéro dans S de Q : ceci constitue le théoréme de Grace.

Pour cela, nous raisonnerons par I'absurde en supposant que G,, (P, Q) = 0 et qu'il existe un S-disque fermé
contenant tous les zéros dans S de P et aucun des zéros dans S de Q.

a. Montrer que, quitte a modifier P et Q, on peut supposer que :

— Qestde degré strictement inférieur a n;
— il existe un disque fermé D, de C, contenant tous les zéros dans S de P;
— aucun des zéros dans S de Q n’appartient a D.

b. Sous les hypothéses du a., montrer:G,_, (P, Q) = 0.

¢. Prouver la propriété annoncée pour tout n 2 1 et tout couple (P, Q) de polynémes non nuls de C,, [X].

6. Autre forme du théoréme de Grace.
Soient D un S-disque fermé, x,,..., x, des éléments de D, 4, ..., @, des nombres complexes vérifiant :

n

Y. a0y (x,..,x,) = 0.
k=0

n
Montrer que le polynéme P = Y C}a, X* a au moins un zéro dans S, éventuellement ©, appartenant

. k=0
abD.

7. Application.

Soient P= Y Ctq, X* et Q= 3 Ckb X" deux polyndmes de degré n; on suppose que les zéros
k=0 k=0

de P (respectivement de Q) sont de module inférieur ou €gal a un réel positif ou nul R, (respectivement R;).

" ,
Onpose: H= 3 Cka, b, X*; montrer que tous les zéros de H sont de module inférieur ou égal a R|R,.
k=0

Indication : On interprétera I'égalité H (4) = 0 en termes d’apolarité.

Tournez la page S.V.P.
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D. LE THEOREME DE BIERNACKI SUR LES SOMMES DE SERIES LACUNAIRES

Le but de cette partie est de prouver que si(n;)ien €st une suite slrictement croissante de N telle que la

+ ©

série ) ;. converge et(a,)ien estune suite de C* telle que g(z) = Z a,z"* converge pour tout z € C,
k=1 k
alors : pourtout y € C, Péquation g(z) = y a une infinité de solutions dans C.

Comme précédemment, les zéros des p(;lynémes dont il est question ici sont comptés avec leur multi-
plicité.

Il est recommandé d'utiliser les parties précédentes et en particulier les quesnons 5, 6.¢et 7. dela
partie C.

1. Préliminaire : zéros de la dérivée d’un produit.

Soit T 1 un polynéme de C,[X], de degré p > 1, dont la famille des zéros est le p-uplet (a,, a;, ... @,)
du disque fermé D, de C, et I1, un polyndme de C,[X], de degré g > 1, dont la famille des zéros est le
g-uplet(B,, B,, ..., B,) du S-disque fermé D, ; on pose I[1 =I1, - IT,. '

a. Soit z un zéro dans C de I’ n’appartenant pas a D, , montrer qu'il existe a € D, tel que:
(z = a)?Iy(z) + p(z — a)?"' M, (2) = 0,

puis qu'il existe p € D, \ {e} tel que :
gz = af(z=B) '+ plz~af '(z-B)=0.

b. On suppose dans cette question b. que D, =D (A,,R)) et D, =D (A,, R,) avec R, et R, strictement

- . N . A, + pA,
positifs ; montrer que tout zéro de I" estdans D, U D, U D; ou Djest le disque de centre AT ok

R, + pR Pty
et de rayon ELUSALL
Pty

De plus, montrer, en faisant varier les a; et les B,, quesi D;, D, et D; sont deux a deux disjoints,
I’ acxactement p — | zéros dans D, ¢ — 1 zéros dans D, et un zéro dans D; .

Indication: On utilisera la question B.3.

¢. On suppose que les a; sont de module strictement inféricur au nombre réel strictement positif R ct
que les B; sont de module strictement supéricura(p + 2q) R/p.

Montrer que IT' a exactement p — 1 zéros de module strictement inférieur 2 R,

2. Application a la localisation des zéros dans un disque.

Soient P un polyndme de degré n et de zéros a,, a,, ..., a,avec |a,|<]a,|<...<]|a,[, R un nombre
réel strictement positif et p un entier tel que 1 < p <n; on suppose : |a,| < R. Montrer que P’ a au moins
nmP pn+ k

p — 1 zéros de module inférieur ou égal a R - TI P
k=0

Indications : On fera une récurrence sur n — p.

Supposant la propriété vraie pour n — p < k, on montrera qu’clle est vraie pour n — p = k en discutant
+ k
-k "

™ N n
selon la positionde |a,, _ ;. , | par rapport aR "

A SUIVRE
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3. Existence d’une infinité de zéros pour la somme d’une série lacunaire.

On considere désormais :

+ @
{m) ke une suite strictement croissante de N telle que la série ' — converge et telle que 1, = 0.
k=1
+
. *
(a)ren unesuitede C', telle que f(z) = 3 a, z'* converge pour tout z € C.
K=o

On fixe deux entiers g et r telsque 0 < g < r eton poscra:

p=n,;

d n
P,= 5 a,X* pourd € N;

k=0
R le plus grand des modules des zéros de P ;

g, (X) = (n, = X) (-, = X)o.(ny—jur = X) pourj=1,..., r;

Q(X) = i g,_q(rz,)a,-X"’.

i=0
On définit les polynomes F;, j=0,...,r ~ g, par:

Fo(X) = X"P,(1/X) et Fi(X)=X"i"~=1""F, (X) pour j=0,...r—q—1.

a. Montrer, en utilisant B et C, qu'il existe C ( ) constante réelle ne dépendant que de p, telle que tous les
zéros de Q sont de module inférieur ou égal a :

r

R{p,)=R-C(p)- [] (1 = p/n)-*.

j=q+1

b. Montrer que F,_ (X) = X Q (1/X).

¢. Montrerque,pourj = r - q,...,0, Fyaauplus n,_;, — p zéros de module strictement inférieur a:

-1
n + k
R(p,n -
P kﬂ(ﬂp-l n— k
isg+il..r—j

En déduire que P, aau moins p zéros de module inféricur ou égal a:

4 n + k

R{p, 7 A/ T

p kau..r.lp-l n;, — k
img+1..r

d. Montrer que I'équation : f(z) = 0 a une infinité de solutions dans C.
Indication : On utilisera le théoréme suivant :

¢ Si f estholomorphe dans un voisinage du disque fermé D, de centre O, de rayon R > 0 et de frontiére
I" orientée dans le sens direct, et ne s’annule passur I :

1 ' . c T
Sim f Lt dz est le nombre de zéros de f dans D comptés avec multiplicité.

4. Le théoréme de Biernacki.

Soit g la somme d’unc série enticre lacunaire de rayon de convergence infini. Montrer que puur tout y élé-
ment de C, I'équation g(z) = y admet unc infinité de solutions dans C.

FIN



