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concours externe
de recrutement de professeurs agrégés

composition d'analyse

Les candidats composeront sur du papier de composition quadrillé 5 X 5.
Tout document est interdit.

Calculatrice électronique de poche — y compris calculatrice programmable et alphanumérique — d fonc-
tionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément d la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.

PREAMBULE

Dans tout le probléme , n désigne un entier strictement

positif.
Les symboles Z , R ) R+ , C représentent respectivement
les entiers relatifs , les nombres réels , réels positifs ou nuls

et les nombres complexes .
Soit [ a, ] une suite de nombres réels ou complexes;la notation
k=1 '

+ k=n

ﬂ a, désigne , quand elle existe , la limite de la suite ﬂ ay
k=1
k=1 . nx1

La premiére partie ne concerne que la variable réelle ,

les deux autres parties utilisent 1les fonctions holomorphes .
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| LA FONCTION GENERATRICE DES PARTITIONS.

Une partition de n est une suite finie et décroissante
k=s

d’entiers rlzrzz...zrs>o telle que k§1 r,=n.

Par exemple les partitions de 3 sont : (3);(2,1);(1,1,1)

On note,dans tout le probléme,p(n) le nombre des partitions

de n .
1) Donner les partitions de 4 et de S,ainsi que p(4) et p(S) .

2) Montrer que p(n) est aussi le nombre de suites Yy
k=1
ou pour tout k=1 , Yy est un entier positif ou nul et telles que :

+

Y ky, =n
k=1 k

3) Soit t un nombre réel tel que 0<t<1

k=N "
a) Montrer que la suite [ uy = TT 1 ]

k=1 1 -t

est strictement croissante et convergente.

+ o

n Dans toute la suite du probléme,on note f£f(t) = ﬂ (l-t:k)_1

k=1

b) Pour tout entier Nz1, justifier 1’égalité suivante :

k=N n=N + o
! = 1+ Z p(n) t™ + Z a (N) t"
k=1 1 - tk n=1 n=N+1

ou les coefficients an(N) sont des entiers dont on donnera

une interprétation combinatoire et tels que OSan(N)Sp(n)

+ ©

c) Montrer que : f(t) =1+ E: p(n) t"

n=1

page B
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d) Etablir que : Ln £(t) = Z 1
k=1 K 1 - tK

ou Ln représente la fonction logarithme népérien .

Soit « un réel strictement positif et h une fonction,

définie sur R , de période 2m et telle que pour O<u<2m on

ait h(u)=e*™".
n
. 1 -iru
1) Pour r élément de Z,calculer c .= — h(u) e du
2 n
0
2) Etablir 1’égalité : + »
. _ .1, ,1 «
eZua -1 2 2na T T aZ . r2
+ 1 nZ
3) Déduire de 1’égalité précédente que : § — = —
r=1 r2 6

C

Soit X un réel strictement positif,on pose :
+ o _
F(x) = TI ( 1 - ¢ 2mkX ]

k=1

1) Montrer que F(x) est défini.

2) Montrer que :

k=n +
nz n 1
nt Ln F(x) - = l1lim }: - —
12 x n-+w k 2 -1 2
k=1 X

(Indication : Utiliser A.3.d.,B.2 et 3.)
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3) Soit u un réel strictement positif :
a) Etablir les inégalités suivantes :

+0 + o

n u+ x v r=n+1 u + x r n

+ ® r=n +
b) En posant : £ = I + Z , dans le membre de droite
r=1 r=1 r=n+1

de 1’égalité du C)2),montrer que :

nz 1 nz X n
nln F(x) - — - wln F(;] + = lim Z _— ] dw
12x 12 nove ] 02 .2, 2
X =1
1
4) a) Montrer que : J du dw = - Llnx
-1 W+ u? 2
X 0

b) En déduire 1’équation fonctionnelle :

e1tx/12 F(x) -

1/2 n/(12x) [1]
X e F 3

Il LA FONCTION ETA DE DEDEKIND.

Dans toute la suite du probléme, Re z , Im z et |z] sont

respectivement la partie réelle,la partie imaginaire et le module
du nombre complexe z; pour z appartenant & C \ R+ ,1’argument de z,
noté Arg z , est tel que O < Arg z < 2r ; H désigne le demi-plan
ouvert : { ze€eC | Imz>0} et i le nombre complexe tel que

12 =-1letieH.

0.(_83
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1) Montrer que 1’application : H >» C\ R est une
z — z2
bijection holomorphe entre deux ouverts de C,dont 1’application

holomorphe réciproque est :

C\R ——» H
+

z = rele,( r>0;0<e<2n) — V¥ z =T 172 e 6s2

= Dans toute la suite du probléme,le symbole V désignera

1’application précédente ( branche holomorphe dans C \ R+
de v z ). Pour éviter toute confusion,l'habituelle application

racine carrée dans R+ est notée dans tout le texte : r—r 172 -

2) On_admettra le théoréme suivant :

Soit (a (z)] une suite de fonctions holomorphes
nz1

sur un ouvert Q de C et telles que :

a) Pour tout z de Q et pour tout n , 1 + an(z) 20 .

+ o
b) la série Ian(z)l converge uniformément sur
n=1
tout compact de Q.
+ o
Alors IT [ 1+ an(z) ] définit wune fonction
n=1

holomorphe sur Q , ne s’annulant en aucun point de Q .

+ o
Montrer que 1’'expression n(z) = 12712 TT [ 1 - g2lmnz ]
n=1
défihit une fonction holomorphe sur H , ne s’annulant en aucun

point de H .

Tournez la page S.V.P.
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3) Etablir,pour tout z de H,les égalités suivantes :

in/12
e

a) nlz+1) = n(z)

b) n[ -1 ] = o in/4 vV z n(z)

z
{Indication : FEtablir d’abord cette relation pour z = ix

avec x>0 , et conclure en énongant avec soin le théoréme utilisé .)

4) Soit x>0 ;donner,quand x tend vers zéro,la limite et un

équivalent de n(ix) .

B
Soient a,b,c,d des éléments de Z tels que : ad - bc =1
avec (c > 0)ou (c=0etd-=-1). -
, , az + b
On note 8. b.c.d 1’application : zeH +—b 2' = ——
’ ’ » cz + d

! Dans toute la suite du probléme,on appelle I' 1’ensemble de

toutes les applications ga,b.c,d précédentes.

On__admettra gue T' est un groupe pour 1la composition

des applications dont 1les éléments sont des bijections de

H sur 1lui-méme .

1) En écrivant z=x + iy , 2’ = x' + iy’ avec x,v,x’,y’
réels, montrer que :
Y = (ex+d )2 + c2 y2

y

2) Soit z un élément de H, montrer qu’il existe un

élément g° de T vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Im g°(z) = Max ( Im g(z) )
gel :
(Indication:on pourra considérer la norme euclidienne :
172
(c,d) — [ (cx +d )2 + c2 y2 ] J)
172
R 3

b) Im g°(2) =

2
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On _admettra que 1le groupe ' est engendré par :

- = -1
(7, = 8.4,-1,0-1° ZFrz* 1) et (7, = g.-1,1,0 z — . )
1) a) Montrer que pour tout élément z de H et tout élément

ga,b,c,d de I' ,on a 1’égalité suivante :

["[ga.b.c,d‘Z)]]24 [cz+d]12 ['n(z)]24

(Indication : Expliquer que si cette relation est vraie pour

un élément g de I',elle est alors vraie pour 7.° 8 7;1o g et v.° 8 )

b) En déduire que :
"[8a,b,c,d(2)] = W ch+d n(z)

o w est une racine 24°"° de 1’unité qui dépend de

8 b cd’ mais qui ne dépend pas de 2z appartenant a H .

2) On suppose que la fonction n posséde un prolongement
analytique sur un ouvert connexe Q contenant strictement H .

a) Montrer que si Q contient un point rationnel de 1’axe
réel,le prolongement de 1 s’annule en ce point .

(Indication : Utiliser II.A.4 et I1.C.1.b )

b) En déduire qu’un tel ouvert Q n’existe pas .

3) a) Etendre a tout nombre complexe t , tel que |[t[<1l ,
+ o + o
. 1 n
la relation : f(t) = IT = 1 + E: p(n) t
k=1 1 - tk n=1

b) Justifief,pour tout élément z de H,1’égalité :

a(z) £( e211:2 ) _ eiuz/lZ

4) Sur quel ouvert connexe maximal de € , la fonction f
admet-elle un prolongement analytique ?

(Indication :Etudier z r— eZiuz au voisinage d’un point

réel et utiliser 1I.C.2 .)
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u Dans toute la_suite du probléme on appellera f ce prolongement

analytique maximal . a

5) La fonction n est-elle bornée sur H ? La fonction f

s’annule-t-elle ? Déterminer Inf |f| et Sup |f]

]! LE DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE HARDY ET RAMANUJAN

Soient a,8 et p des réels
strictement positifs et tels que :
ap > B/p

On définit les trois chemins
orientés suivants :

L'= { u € R | Osusp } orienté a

u croissant.

C={uecC\ R, | O<Arg u<2m et |u| = p }

orienté a Arg u croissant.
L={ueR | Osusp } orienté a u décroissant.

On convient de définir v u = ul/2 pour u élément de Lt

et v u = - u1/2 pour u élement de L .

- o
on pose : J(a,B) = 2{: J e v du
A vV u

A e (L+,C,L-}

1) Montrer que J(a,B) existe .

43
Sy
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2) Justifier 1’égaliteée :

- 8J (x,B)
J a

[ e ST u v u du
A

s e (L ,c,L}

Soient les deux expressions :

172
V= 172 Y u + B et w= « 172 v u - B
v u v u

172

On _convient aussi de noter v et w les changements de variable
définis successivement sur L+,C et L au moyen des deux
expressions précédentes

3) Représenter graphiquement

a) La réunion des chemins orientés v(L"),v(C) et v(L7).
b) La réunion des chemins orientés w(L'),w(C) et w(L).
(Indication : v(C) et w(C) sont des demi-ellipses.)

+m

2
4) On_admet que : I eV dv = 1 172
. ~00
a) Calculer v2 et W , montrer que : du - o 172 (dv + dw )

b) établir 1’égalité :

172 172 172
J(a,B) = [ E ] e = 2 (aB) - e 2 («B)

B

Le calcul d’un développement asymptotique de p(n) est 1’objet

de la partie III et comportera trois étapes.

Premiére étape : On exprime p(n) comme une intégrale

curviligne et on majore une partie négligeable de cette intégrale.
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On pose désormais : m =n->5 et d=n [ 3 } :
1

€ est un réel tel que 0 < g < g et dont la valeur sera choisie

ultérieurement.On définit les trois segments suivants sur Im z = ¢ :

L1 ={z| - % =Re z s - (2::)1/2 et Imz=¢}
L2 ={z| - (2::)1/2 < Re z = (2::)1/2 et Imz =¢ }
L3 ={z | (26)1/2 < Re z = % et Imz =¢}

1) Le segment L U L, U L, étant orienté a Re z croissant,

' -2immz dz
montrer que : p(n) = e
n(z)
LIULZULa
(Indication : Utiliser II.C.3.b.)
: 2) Soit z élément de L1 U I..3 ; montrer qu’il existe un

élément 82 b cd de I' tel que ,si on pose y' = Im 8 b c d(z). on

a successivement :

3 1/2
a) y = et cz2
2
b) y = 1 et 1 = 1
ie In(z)| Ineg ()1
a,b,c,d

3) Montrer qu’il existe un réel K1 ne dépendant pas de €,

et tel que pour tout z de L U L, on ait :

1 < K e n/(48¢)
1

In(z)]

4) En choisissant € au mieux, établir 1’inégalité :

d In1/2
J e-21nmz dz = K e 2
1
n(z)
L UL
1 3
= On donnera désormais a € la valeur obtenue dans cette question. g
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Dans la partie principale de 1’intégrale
par une fonction plus simple et

Deuxiéme étape

donnant p(n) on remplace 1/q(z)

on majore 1’'erreur commise.

1) Montrer que,pour tout z de H,on a :

1 = it imwi2z) /7 o [e-zm/z]

n(z)

2) Etablir 1’existence d’un réel K2 ne dépendant pas de m
et tel que :
‘—Zin[mz - —l—] d m1/2
J e-21nmz dz  _ e—1n/4 J e 24z / 2 dz | = Kz e 4
n(z)
L2 Lz

-2in/z ) par 1 .)

(Indication :ceci revient a remplacer f( e

3) En faisant le changement de variable u = iz , obtenir :

1 1
s —Zin[mz - —-—J —Zn[mu + ———J
e in/4 J e 24z / 2 dz = - J e 24u / u du

LZ LZ

ou L; est un segment orienté que 1'on précisera .

D

Dans la derniére intégrale obtenue , on

Troisiéme étape :
remplace le chemin Lé par un autre chemin.Il faut donc estimer
1’erreur commise avant d’utiliser ,par un passage a la limite,les

calculs du III.A.
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Soit & un réel tel que 0<8<(2¢)”" 7 on définit un chemin fermé,de

1 : .
classe C par morceaux,orienté dans le sens direct,au moyen de

S
de centre O et de rayon 1 . On rappelle que

la figure ci-contre, ot C est un arc inclus dans le cercle

les éléments de L; ont pour

partie réelle -¢

(1-& )12 4+ is

~

2,172 _

(1-87) is

1) Montrer 1’existence d’une

constante K3 ,he dépendant ni de &

ni de n , telle que :

—Zn{mu + —E—J S ml/2
e 24u v u du = K3 e 4
L3 U L4 U'L7 U L8
2) Montrer que : £
1 2
-Zn[mu + ———J 2
lim e e Y A . gé ( 2mm , n/12 ) £
350 3
L5 U C6 U L6 g
[~]
i

3) En prenant m comme infiniment grand principal,donner un

développement asymptotique de p(n) .
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