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corn posi tion d'analyse 
Dans le problème n est un entier 2 2. Si z = x + i y  E C'" avec x ,  y E R", on pose Re z = x, 

Iin z = y ,  T = x -  iy. Si x= (Xj)j=l,..., n, Y= (yj)j=l,..., n sont des vecteurs de Cn on note leur 

produit scalaire: xy= C xjyj. Ainsi 2 =C 4 , et lu norme hermitienne de x est dorinée par 
/ / x / / ~  = x3. Cette notation ne prête pas à confusion si on prend soin de parenthéser correctement 
les expressions où entrent plusieurs produits. 

On note B la boule unité ouverte de R": ensemble des X E  R" tels que //.x//< 1, glu boule 
unith fermée, ensemble des X E  R" tels yite // .x//Sl et S la sphère iinitd, ensemble tles X E  R" tels 
que / /x/l= 1. 

Si f est une fonction dérivable en un point X E  R", 6 valeurs ckrns C,  on note df(.r) le 
vecteur de coordonnées ($/&j(x))j=~,. . , , ,~ C"; .si R est un ouvert de R" et f :  R+ C est une 
fonction numérique dériwble, on note (if: LI+ C" lrr fonctiort vectorielle x -+ ($/&J(x))J=/ . . . . .n .  

Le Lrplircien (le R R  est liipirutertr (liffkrentiel A = C" 4 . on (lit qu'me jimctiorr f dt) 

n n 

J=I J=I 

J 
J=! dX 

closse C2 à valeurs comple.res difinie cluns rin ouvert de R" est hurr?ionique si A.f = O. 
2 I -.r Le noyau de Poisson de lu boule B est I(r,fi)nction k: BxS + R tl<jïnie pcir k( . r ,v )  = c - 

//.Y-! II" 
oh c est une constmte non niille yiii ser(i prkcisie tltrris In yirrstion I I .  

Si V est un ouver! de C" une fonction f: V -+ Cm est holomwphe si rllr est de clrisse Cl uf 

.ri eit chaque point z de V In dérivée f f i )  (qui est a priori une upplrcution R-linéuire de Cn dcrns 
CI") est C-linéaire. Si g est une deuxième fonction holomorphe dans un ouvert V' contenunt flV,.  
le colnposé gof est holomorphe. On admettra que, comme &ins Ir cas ( les  fonctions holontorphe.~ 
d'une variable, une fonction holomorphe dans un ouvert connexe de C", nulle duns une partie 
ouverte non vide de Cn ou de Rn, est identiquement nulle. 

harnwniques dans la boule B se prolongent toutes holomorphiyuernent. 
Le thème du problème est l'étude du plus grand doincrine complexe U ailquel les fonctions- 

1. Calcul différentiel élémentaire. Noyau de Poisson. 

1.a. Soient f et g deux fonctions de classe C2, A valeurs dans C, sur un ouvert de R": montrer 
qu'on a A(fg) = ( A 0  g + 2(df)(dg) + f(Ag). 
b. Soient R un ouvert de Rn, p: Q+ R une fonction de classe C2, 1 un ouvert de R contenant 
p(R) et g: I-+ C une fonction de classe C2. Exprimer A(g0p) en fonction de dp, Ap, g 'op  et 
g"0 p. 

2.a. On note r la fonction r(x) = llxll : Rn -+ R. Calculer dr et Ar pour x f O. 

b. Soit s un nombre réel. Calculer A(?) pour x $0. 

3.a. Soient R un ouvert de Rn et f: R -+ C une fonction de classe C2. On suppose que f ne 
depend que de r=llxll, ie. qu'talle est de la forme f = g o r  où g est une fonction numerique 
convenahle. Montrer que g est de classe C2 dans l'ouvert r(Q-{O}) et qu'on a, dans Q-{O}, 

A f  = g'l0 r + - g'o r , oh a, est une constante qu'on determinera. an 
r 
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b. 
Q-{O} qui ne dependent que de r. 

c. 
ne dCpend que de r est constante. 

4.a. Calculer d(1- x2) et  A(1- x2). 

Soit I;z un ouvert connexe de R". Déterminer toutes les fonctions f harmoniques dans 

- { O} qui Montrer que, si O E l2 et Q est connexe, une fonction f harmonique bornk dans 

b. Soit y E R". On note p la fonction p(x) = Ilx- yll : calculer d(p-") et A@-"). 

c. 

Y E  S ,onaA,k= 2 7 =O. 

Montrer que le noyau de Poisson k(x,y) cst harmonique par rapport B x ie., que pour tout 
a2k 

j=1 a x j  

intégrde étendue à la boule 4+ ...+ x:,< 1 de R"-'. L'intégrale !$y) do(y) est positive si cp est 
réelle positive; elle est invariante pur isométrie: si A est une transformation linéaire isométrique 
de R" on a lq HAy) da(y) = /c cp(y) daly). On rappelle que le (n-1)-volume de la sphère est le 

1.a Montrer que la fonction k,(x) = js k(x,y) da(y) est de classe C2 dans la boule ouverte B. 
Montrer qu'elle est harmonique. 

b. Montrer que k est invariant par isometrie (ie. k(Ax,Ay)=k(x,y) si A est une isomCtrie 
linCaire de R") et que k,(x) ne dCpend que de r = Ilxll. En deduire que k,(x) est une constante 
non nulle. 

Duns la suite du problème on choisit c de sorte qu'on ait k,(x) = /s k(x,y)do(y)=l. 

2. 
fermCe 5 par 

Soit g:  S -+ C une fonction continue; on note F la fonction qui prolonge g sur la boule 
F(x) = js k(x,y) g(y) &(y) si llxll c 1. 

On se propose de montrer que F est un prolongement de g continu dans la boule fermée 3, 

Montrer que F est harmonique dans la boule ouverte B. 

Soit X ~ E  S et X E  B. Montrer qu'on a F(x)- F(x,) = jsk(x,y) (g(y)- g(x,))do(y). 

et harmonique dans la boule ouverte B. 

a. 

b. 

c. 
dans B. 

Montrer que, si xo E S, F(x) a pour limite g(x,). si x + xo (XE B), et  que F est continue 
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III. Représentation intégrale des fonctions harmoniques. 

1. Soit f une fonction continue + R, telle que f 5 O sur la sph&re unit6 S. 

a. 
f + &(x2- 1) atteint sa borne supCrieure en un point de la boule ouverte B. 

On suppose que f a des valeurs >O. Montrer que pour & > O  assez petit la fonction 

b. 
une borne supCrieure strictement positive on a Af < O. 

On suppose de plus f de classe C2 dans B. Montrer qu'en un point xo où f+E(x2-1) atteint 

c. 
Af 2 O dans la boule ouverte B, on a f I O dans B. 

Montrer que si f est continue dans 5, que f est de classe C2 dans la boule ouvcrtc B et 

d. 
B, f atteint ses bornes sur le bord (ie. sur la sphEre S). En particulier f = O si f est nulle sur S .  

Montrer de memc que si f est continue dans la boule 5 et harmonique dans la boule ouverte 

2. 
pour tout x E B: 

( 1 )  
IV. Domaine d'existence des fonctions harmoniques. 

La formule (1 )  montre qu'en général une fonction harmonique dans la boule B se prolonge 
holomorphiquement à un voisinige ouvert de B dans C". Si VcC" est un ouvert connexe 
contenant B on note (P) la propriité: "toute fonction harmonique dans B se proionge en une 
fonction holomorphe dans V .  On se propose dans cette paflie de déterminer le plus grand 
ouvert connexe CI c C n  qui a la propriété (P) .  

Soit f une fonction continue B+ C, harmonique dans la boule ouverte B. Montrer qu'on a, 

f(x) = js k(x,y) f(y) WY) 

Si z E Cn on note .Cz l'ensemble des vecteurs y E Rn tels que (z -y j2= O. 

1. Soit V un ouvcrt connexe de Cn contenant B. On suppose que V a la propriete (P). Montrer 
1 que pour tout Y E  Rn-B la fonction x + y  se prolonge holomorphiquement ii V. En 

Ilx- yll"- 
diduire qu'on a 
est constante; par quoi peut-on la remplacer pour obtenir le même rCsultat dans ce cas? 

f O si ZE V, y E R", lly112 1 si n > 2. Dans le cas n = 2 la fonction llx-y11-n+2 

2.a. On pose z = x+ iu avec x , u réels. Montrer que Xz c Rn est la sph&re de centre x, de rayon 
llull du sous-espace affine orthogonal B u passant par x, ie. &= (x+ v I llvll =Ilull, vu = O}. 

b. On note U l'ensemble des ZE Cn tels que ( ~ - y ) ~ # 0  pour tout y €  Rn tel que lly112 1. 
Montrer qu'on a z E U si et seulement si C,c B, et que, si z=  x + iu avec x , u r&els, ceci Cquivaut 
ii Ilx+ vil< 1 pour tout v E Rn tel que vu = O, IlvllS Ilull. 

3. Rappel: une application linéaire A E Mn(R) est dite antisymktrique si Ax.x = O pour tout X. 

a. Soient u et v deux vecteurs rdels orthogonaux (UV =O). Montrer que l'application linCaire 
x + ( u x ) ~  - ( v x ) ~  est antisymdtrique. Calculer sa norme en fonction de llull et Ilvll. (On rappelle 
que la norme d'une application lindaire A est le plus petit nombre rCel positif-c tel que 
IlAxllI cllxll pour tout x E R"). 

b. Montrer que pour u,v E Rn les conditions suivantes sont Cquivalentes: 
(i) UV = O et llvll5 llull 
(ii) il existe A rCelle antisymktrique de norme I I  telle que Au = v. 
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c. 
antisymdtrique de norme I l  on ait IIRe[(In+ iA)z]ll< 1. 

Montrer que U est l'ensemble des Z E  Cn tels que pour toute application linCaire A rbelle 

d. Montrer que U est convexe et ouvert. 

4.a. Montrer que ( z - Y ) ~  n'est jamais reel ndgatif si Z E  U et y e  S (on pourra observer que si 
z=  x +  i u E  U on a x +ituE U pour -1 I t I 1 ) .  

b. 
cp(x.y) = Ilx-yII pour x rdel. llxll< 1; quel est le module de cp, quel en est l'argument'! 

Montrer qu'il existe une unique fonction continue cp: Ux S + C telle que (cp(z,y)j2=(z- y)2, 

c. Montrer que cp est holomorphe en z, non nulle dans Ux S. et que la fonction 

3 1 - 1 '  
K(z,y) = c est un prolongement holomorphe e? z de k ri Ux S . 

cp(z 9 Y)" 

5.a. Montrcr que toute fonction continue 'sur la boulc fermec 3, harmonique dans la houle 
ouver'tc B se prolonge en une t'onction holomorphc dans U. 
b. Montrcr quc toute fonction harmonique dans la boule ouvcrtc B se prolonge en une 
fonction holomorphe dans U, ie. que U a la propriétt! (P). 

c. 

V. 

Montrer que U est le plus grand ouvert connexe contenant B dans C" qui ait la proprietc! (P). 

Algèbre linéaire - groupe orthogonal. 

Les résultats de cette partie serviront dans la partie VI. 
Si p , q sont des entiers > O on note Mp,q(C) l'espace des matrices à coefficients complexes 

ci p lignes et y colonnes, et on l'identijïe ù l'espace des applications C-linéaires de CY dans CP. 
On note Mp,q(R) le sous espace des matrices à coeficients réels; une matrice réelle définit un 
opérateur R-linéaire: Rq +RP et son prolongement C-linéaire: Cq+CP. On notera aussi 
MdC) = Mp, (C) (ou MdR) = M p(R)) l'algèbre des matrices carrées p x p  et Ip l'élément unité 
(matrice de /?application identité f 

Sur C" +2, on note les points (z,w) (Z=(Z,, ... z n )  E c", W =  ( ~ 1 . w ~ )  E ~ 2 ) .  Pour 
(Z,W) E Cn+2 on pose = wl+ iw2, p = wl - iw2 (on a W 2  = Ap). On considère les formes 
quadratique resp. hermitienne: 

Q(2,W) = W 2  - Z2 H(2,W) = WVV-2 Z 
a b  On repère g E Mn+2(c) par une matrice par blocs: g =(c d )  avec a €  MJC), 

b E Mn,z(C), c E M2,n(C), d E M2(C)- 
On note'O(n) le groupe des transformations orthogonales de R". On rappelle que ce 

groupe est compact, et que ses composantes connexes sont déterminées par le signe de detg, 
g E O(n). 

On note TcMn,2(R) le groupe des endomorphismes linéaires de Rn+2 qui préservent la 
forme quadratique Q(x) ( x  E Rn+2). ropère sur Cn+2 et y préserve les formes Q et H. 

ab  La. Soit g = (c d) E Mn+2(R)- On pose g'= OÙ tm dksigne la transposke de m (definie 

par ('mx)y = x(my) pour tous x, y). Montrer qu'on a g E r si et seulement si g' g = In+2 (ce qui 
dquivaut B g g'= In+2). Ecrire ces conditions en fonction des matrices a, b, c, d. Montrer que a et d 
sont inversibles si g E r. 

b. Soit g = (; !) E Mn+2(R). Montrer qu'on a g e  r si et seulement si u E O(n) et V E  O(2). 

A 
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c. Si m e  Mp(R) on dit que m est symCtrique 2 O (resp. > O) si m= (m et (mx)x2O pour tout 
x E RP (resp. (mx)x > O pour x f O). On note alors GI 'un iquc  p symCtrique 2 O tel que p'= m 
(m et p sont diagonales dans une même base orthonormale). 

Soit b E  M,,z(R). On pose hb=(:!) avec, a=gl+b'b, c='b, d = d x .  Montrcr qu'on a 
hbE r. 
d. Soit g=(  $) E r. Montrer qu'il existe U E  O(n), V E  O(2)  et p E M,,?(R) tels quc 

g =(;!,)) hp. On pourra d'abord examiner le cas où a et d sont symdiriqucs et positives. 

7 

2.a. Soit (Z,W) tel que Q(Z,W) =O, H(Z,W) > O. Montrer qu'on ;L ou bicn lpllllZIl< ILI. ou bien 
ILI llZll< IN. 

Duns Li suite, on note R l'ertsemhle clrs (Z, W) E P x C '  tels yrir Q(Z,  IV) = O, H( Z, CV) > O, 

Soit g=(;;t') E r, avec U E  O(n) et V E  O(2). Montrer qu'on a g~ G si et seulement si 

1p1 < ILI, et G c r Ir SONS groilpe t1t.s g E r rc1.T c/l tC ,y R = R 

b. 
dct v > O. 

c. 
qu'on a hbE G. 

Soit bE Mn,2(R). Montrer que la matrice h, h, t E  R, dCpend continûment de t. Montrer 

d. Montrer que G est le sous-groupe de r formC des g =(::) tels que det d >O. 

VI. Equation et groupe d'automorphismes de U. 

z 
, On reprend les notations de IV et V. On note p l'application ( Z W ) + x  E Cn (avec 

il = wl + iw2, W = (wl,w2) comme dans V; p est définie dans l'ouvert il $0 de Cn+2). 

1.a. Soit Z E  C" et soit Ec R" un sous-espace vectoriel de dimension 2 contenant Re z et Im z. 
Montrer que sur Zz la fonction y + lly1I2 atteint ses bornes dans En Zz. 

b. Soit Ec R" un sous espace vectoriel de dimension 2 et (e, f) une base orthonormale de E. 
Pour z = a e + b f ~  C " a v e c a , b ~  C,onposea(z)=a+ib=a,P(z)=a-ib=p. Calculer z2et zXen 
fonction de a, 8, p, p. Soit YE E. Montrer qu'on a (z- Y ) ~ = O  si et seulement si a (y)  = a(z) ou 
p(y) = p(z). Montrer qu'on a alors ZE U si et seulement si la(z)l< 1 et Ip(z)l< 1. 

c. Soit ZE C". Montrer qu'on a Z E  U si et seulement si 1 -2z2+z2Z2> O et z'zc 1. 

2.a. Montrer que p est une surjection de 
(Z,W) et (Z,W') sont proportionnels. 

sur U, et qu'on a p(Z,W) = p(Z',W') si et seulement si 

b. Soit g E G. Montrer que p(g(2.W)) ne dCpend que de p(Z,W). 

L'action de G sur R passe au quotient et déflnit une action de G sur U. Si g E G, et z E U 
on notera z (z )  le résultat ( z ( z )  = p(g(2, W)) si z = p(Z, W ) )  et on dira qu'un automorphisme a de U 
provient de G s'il est de la forme z i, g(z) pour un g E G (g est alors bien déterminé, au signe 
près). 
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c. Montrer que si 8 E R, l'application z+ eie z est un automorphisme de U qui provient de G. 

On se propose de montrer que tout automorphisme holomorphe de U provient de G (ie que 
si a est une bijection holomorphe U + U il existe g E G tel que a(z) = z (z ) ) .  

3. Soit Z E  U. Montrer qu'on peut choisir (Z,W)E R, Z=X+ iY, W=U+iV avec X,Y ,U,V 
rCels de sorte que p(Z,W)=z, que Z2=W2 soit r&l, et U2-X*=V2-Y2=1. 

On pose alors e = U / llUll, f = V / IlVll; on note b E  Mn,2(R) l'opdrateur linthire tel que 
b(e) = X, b(f) = Y et hb  l 'ophteur defini dans la question V. 1 .c. Calculer ht,(O,e+ if) E Cn+2. 
Montrer qu'il existe g~ G tel que g ( O )  = z. Montrcr que G o@re transitivement sur U (ie. pour 
tous z. Z'E U il existe g~ G tel que z'= g(z)). 

4. 
de montrer que a provient de G. 

Soit a un automorphisme lindaire de U (ic. a E  GL(n,C)c Mn(C) et aU = U). On se propose 

a. 
P,(z)=O si P(z) = O ,  l lzl l l  1. 

1 e- if b. Soit EE Cn un vecteur isotrope (ie. e2=0) tel que E Ë = ~  (E=- 2 avec e , f ~  S ,  ef=O). 
Vdritier qu'on a ~ ( k +  p~ = (1- hX)( 1- pp), et Pa&+ p~ ) = O  si ILI = 1. IpI c 1 ou IpI=l. Ihl c 1 .  
Montrer que le polynôme Pa(&+ pE ) de h, x,p, p est identique ii (1- AT>( 1- pF). 

On pose P(z) = 1 - 22T+ z2Z2 (Pest un polyname de z et Z) et Pa(z)= P(a(z)). Montrer qu'on a 

c 

c. 
complexe y tel que (a(z))2= yz2. 

Montrer qu'on a Pa= P. En deduire que a est unitaire (Ila(z)ll= 11~11)  et qu'il existe un nombre 

d. 
et qu'il existe g E G tel que a(z) = i(z). 

DCduire de ce qui preddc qu'il existe un nombre r6el 8 et u E O(n) tels que a(z) =ciou(z), 

5. 
un automorphisme holomorphe de U. 

On se propose de montrer que tout automorphisme holomorphe de U provient de G. Soit a 

a. Montrer qu'il existe g E G tel que g(a(0)) = O. 

On suppose désormais Q( O )  = O. 

b. On pose p,(z)=inf{r l r20, Z E  ru}. Montrer que pu est une norme d'espace vectoriel 
complexe, c'est B dire pU(kz) = Ihlpu(z) si h E C, pu(z+z') I pu@)+ pu(z'), et pu(z) = O w z = O, 
si Z , Z ' E  Cn. 

c. On pose y(t.2) = a@) = - a(tz) qu'on prolonge par w(0,z) = lim y(t.z) pour t = O; montrer que 

pour z fixd, pu(z) = 1, t+'W(t,z) est holomorphe pour Itl c 1 et qu'on a P[J(W(t,z)) I 1. Montrer 

qu'on a P[J(y(t,z)) = 1 (appliquer ce qui prec&de 2 a-'). En ddduire qu'on a a(tU) = ta(U) si Itle 1, 

t a  t 

et A la limite que z+ y(0.z) = q(z)  = a'(O)(z) est un automorphisme linCaire de U. 

d. Montrer qu'il existe g E G tel que g(a(0)) = O et (g O @'(O)= Id. 
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e. On suppose a(0) = O  et a'(0) = Id. Soit x E S .  Avec les notations ci-dessus montrer qu'on a 
Il~(t,x>llS 1 si Itlc 1 et ~ ( 0 , x )  = x, et que ceci implique a(tx) = tx si Itl c 1 .  En deduire qu'on a 
a = Id. 

f. Montrer que tout automorphisme de U provient de G. 

Index des notations 

VI. 2 
VI. 2 

en- t2te 
en-tête 
en - tstr 
en-tste 
V 
v. 1.c 
V. 2 
II 
V 

notations (2, W) E c ~ + ~ ,  A, p. 
produit scahiru xy 
boule ouverte B, boule fermu'u B 
projection p: R + U 
prupriité du prolongement (Pl  
Re z 
I t n  z 

z- 
U 
RcC"xC 

- 
c' 

V 
en-tête 
en-tu'te 
VI 
IV 
cr1-t3tc 
cn-t3tu 
en-tr'tc 
IV 
IV 
c:2 


