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composition d'analyse

Dans le probléme n est un entier 22. Si z=x+iye C" avec x,y€ R", on pose Re z=x,
Imz=y, T=x—iy. Si x=(x)j=q . n Y=(¥)j=1,...,n SOnt des vecteurs de C" on note xy leur

. n n . » I'd
produit scalaire: xy:Zl xjyj Ainsi x? =JZ; Af , et la norme hermitienne de x est donnée par
J= =

//x//2 = xX. Cette notation ne préte pas a confusion si on prend soin de parenthéser correctement
les expressions ou entrent plusieurs produits. _

~ On note B la boule unité ouverte de R": ensemble des x € R" tels que [[x{|< I, B la boule
unité fermée, ensemble des xe R" tels que |[x[|< 1 et S la sphére unité, ensemble des x€ R" tels
que J[x|[ = 1.

Si f est une fonction dérivable en un point x€ R", & valeurs dans C, on note df(x) le

vecteur de coordonnées (f/ox(x))j=;,. n€ C"; si §2 est un ouvert de R™ et f:£2— C est une
fonction numérique dérivable, on note df: 2— C" lu fonction vectorielle x — (H/Ox{(x))j=y,...n-

7

n 3 .
Le Laplacien de R™ est l'opérateur différentiel A = jé:l g)‘—} . On dit qu'une fonction f de

classe C2 & valeurs complexes définie dans un ouvert de R"™ est harmonique si Af= 0.
-2

el

Le noyau de Poisson de la boule B est la fonction k: BxS — R définie par k{x,y) = ¢
ot ¢ est une constante non nulle qui sera précisee dans la question I1.

Si V est un ouvert de C" une fonction f: V— C™ est holomorphe si elle est de classe C! et
si en chaque point z de V la dérivée f(z) (qui est a priori une application R-linéaire de C" dans

C™") est C-linéaire. Si g est une deuxiéme fonction holomorphe dans un ouvert V' contenant fiV),
le composé gof est holomorphe. On admettra que, comme dans le cas des fonctions holomorphes

d'une variable, une fonction holomorphe dans un ouvert connexe de C", nulle dans une partie
ouverte non vide de C" ou de R", est identiquement nulle.

Le théme du probléme est l'étude du plus grand domaine complexe U auquel les fonctions
harmoniques dans la boule B se prolongent toutes holomorphiquement.

I. Calcul différentiel élémentaire. Noyau de Poisson.

l.a. Soient f et g deux fonctions de classe C2, A valeurs dans C, sur un ouvert de R™ montrer
qu'on a A(fg) = (Af) g + 2(df)(dg) + f(Ag).

b.  Soient Q un ouvert de R", p: Q — R une fonction de classe C2, I un ouvert de R contenant
p(Q) et g: I - C une fonction de classe C2. Exprimer A(gop) en fonction de dp, Ap, g'op et
g'op.

2.a. Onnote r la fonction r(x) =||x}} : R® — R. Calculer dr et Ar pour x #0.
b.  Soit s un nombre réel. Calculer A(r®) pour x #0.

3.a. Soient Q un ouvert de R" et f: Q— C une fonction de classe C2. On suppose que f ne
dépend que de r=|x||, ie. qu'clle est de la forme f=gor o g est une fonction numérique
convenable. Montrer que g est de classe C? dans l'ouvert 1(2-{0}) et qu'on a, dans Q-{0},

an

Af=g"or + g'or, ol a, est une constante qu'on déterminera.
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b. Soit Q un ouvert connexe de R™. Déterminer toutes les fonctions f harmoniques dans
Q-{0} qui ne dépendent que de .

c¢.  Montrer que, si 0e Q et Q est connexe, une fonction f harmonique bornée dans Q-{0} qui
ne dépend que de r est constante.

4.a. Calculer d(1- x?) et A(1- x2).

b. Soitye R™ Onnote p la fonction p(x) =|ix-yll : calculer d(p ™ et A(p™).

¢.  Montrer que le noyau de Poisson k(x,y) est harmoniquev par rapport 3 x ie., Que pour toul

0%k
e S,onaA k= =
y X ,-glasz

IL. Calcul intégral. Noyau de Poisson.

Dans cette partie et dans la suite on note f @(y) do(y) l'intégrale d'une fonction numérique
continue @ sur la sphére S, ou do(y) est lelement de (n-1)-volume usuel. On admettra qu'on a
/ o(y) do(y)=n f @(x) dxj...dx, oit §(x) désigne le prolongement homogéne de degré 0 (ie.
constant sur chaque demi-droite passant par l'origine de R"-{0}) de @. De fagon équi valente:

ox;, . xnl\[l “‘2" "nl)""P(‘l'- Xp. 1= N 1 "2'
J ) e .. dxy,
\[I—xﬁ-...-xn-l

intégrale étendue a la boule x2 .ot x, 2 ‘1<l de R™!. Lintégrale f ¢( y) dot(y) est positive si @ est
réelle positive; elle est invariante par isométrie: si A est une transformatton linéaire isométrique

de R" on a f o(Ay)ddoly) = f ©(y) do(y). On rappelle que le (n-1)-volume de la sphere estle
V2

nombre c,,—f do(y) déterminé par les relations c =2, c,=2nr, c,,+2-2 ¢y (onacy, = F(n 72) )-

Loty daty) =

1.a. Montrer que la fonction ko(x)=fs k(x,y) do(y) est de classe C2 dans la boule ouverte B.
Montrer qu'elle est harmonique.

b. Montrer que k est invariant par isométrie (ie. k(Ax,Ay)=k(x,y) si A est une isométrie
linéaire de R™) et que ky(x) ne dépend que de r=||x||. En déduire que k,(x) est une constante
non nulle. |

Dans la suite du probléme on choisit c¢ de sorte qu'on ait k,(x)= /S k(x,y)do(y)=1.

2.  Soit g: S— C une fonction continue; on note F la fonction qui prolonge g sur la boule
fermée B par F(x):fs k(x,y) g(y) do(y) si|ix]li< 1.

On se propose de montrer que F est un prolongement de g continu dans la boule fermée B,
et harmonique dans la boule ouverte B.

a.  Montrer que F est harmonique dans la boule ouverte B.
b.  Soitx,e Setxe B. Montrer qu'on a F(x)- F(x) = [gk(x.y) (8(y)- g(Xo))do(y).

¢.  Montrer que, si xo€ S, F(x) a pour limite g(x,). si x— X, (xeB), et que F est continue
dans B.



10 Agrégation de Mathématiques
concours externe : Analyse 3/7

ITI. Représentation intégrale des fonctions harmoniques.

1. Soit f une fonction continue B — R, telle que f< 0 sur la sphére unité S.

a. On suppose que f a des valeurs >0. Montrer que pour £€>0 assez petit la fonction
f+&(x2- 1) atteint sa borne supérieure en un point de la boule ouverte B.

b.  On suppose de plus f de classe C2 dans B. Montrer qu'en un point X, ol f+ g(x2-1) atteint
une borne supérieure strictement positive on a Af <0.

c.  Montrer que si f est continue dans B, que f est de classe C2? dans la boule ouverte B et
Af20 dans la boule ouverte B, on a f< 0 dans B.

d. Montrer de méme que si f est continue dans la boule B et harmonique dans la boule ouverte
B, { atteint ses bornes sur le bord (ic. sur la sphére S). En particulier f=0 si f est nulle sur S.

2. Soit f une fonction continue B— C., harmonique dans la boule ouverte B. Montrer qu'on a,
pour tout x€ B:

(1) f(x) = [ k(x.y) f(y) daty)
1V. Domaine d'existence des fonctions harmoniques.

La formule (1) montre qu'en général une fonction harmonique dans la boule B se prolonge
holomorphiquement a un voisinage ouvert de B dans C". Si VcC" est un ouvert connexe

contenant B on note (P) la propriété: "toute fonction harmonique dans B se prolonge en une
fonction holomorphe dans V". On se propose dans cette partie de déterminer le plus grand

ouvert connexe U < C" qui a la propriété (P).
Si ze C"on note Z, l'ensemble des vecteurs y e R" tels que (z-y)?=0.

1. Soit V un ouvert connexe de C™ contenant B. On suppose que V a la propriété (P). Montrer
que pour tout ye R"-B la fonction x—-)--—i“x ;"n_ se prolonge holomorphiquement & V. En
déduire qu'on a (z-y)z;t Osize V,ye R, |lyll2 1 sin>2. Dans le cas n=2 la fonction |jx-y]||™* 2
est constante; par quoi peut-on la remplacer pour obtenir le méme résultat dans ce cas?

2.a. On pose z=x+iu avec X, u réels. Montrer que £, R" est la spheére de centre x, de rayon
[lull du sous-espace affine orthogonal 2 u passant par x, ie. £,= {x+ v | [jv}| =llull, vu=0}.

b. On note U l'ensemble des ze C tels que (z- y)2#20 pour tout ye RP tel que |lyll> 1.
Montrer qu'on a ze U si et seulement si X, B, et que, si z=x +iu avec x, u réels, ceci équivaut

i [Ix+ vii< 1 pour tout ve R™ tel que vu=0, ||v||< [fu]].
3. Rappel: une application linéaire A € M (R) est dite antisymétrique si Ax.x =0 pour tout x.

a.  Soient u et v deux vecteuss réels orthogonaux (uv=0). Montrer que I'application linéaire
x = (ux)v - (vx)u est antisymétrique. Calculer sa norme en fonction de [juj} et |}v]l. (On rappelle
que la norme d'une application linaire A est le plus petit nombre réel positif.c tel que
HAx|I<clixll pour tout x e R™).

b.  Montrer que pour u,v € R" les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) uv=0et {Iv]l <llull
(ii) il existe A réelle antisymétrique de norme <1 telle que Au='v.
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c¢.  Montrer que U est I'ensemble des ze C™ tels que pour toute application linéaire A réelle
antisymétrique de norme <I on ait |[Re[(I,+1A)z]ll < 1.

d. Montrer que U est convexe et ouvert.

4.a. Montrer que (z-y)2 n'est jamais réel négatif si ze U et ye S (on pourra observer que si
z=x+iue Uonax+itue Upour -1<st<)).

b.  Montrer qu'il existe une unique fonction continue ¢: Ux S — C telle que (¢(z ,y))2=(z— y)z,
@(x.y) =lIx-yll pour x réel, lixll< 1; quel est le module de @, quel en est l'argument?

¢.  Montrer que @ est holomorphe en z, non nulle dans Ux S, ¢t que la fonction

2
—7-

1
oz, y)"

K(zy) =c¢ est un prolongement holomorphe en zde kd Ux S .

5.a. Montrer que toute fonction continue sur la boule fermée B, harmonique dans la boule
ouverte B se prolonge en unc fonction holomorphe dans U. _

b.  Montrer que toute fonction harmonique dans la boule ouverte B se prolonge en une
fonction holomorphe dans U, ie. que U a la propriété (P).

c.  Montrer que U est le plus grand ouvert connexe contenant B dans C™ qui ait la propriété (P).
V. Algebre linéaire - groupe orthogonal.

Les résultats de cette partie serviront dans la partie VI.
Si p, q sont des entiers > 0 on note My, ,(C) l'espace des matrices a coefficients complexes

a p lignes et q colonnes, et on l'identifie a l'espace des applications C-linéaires de C9 dans CP.
On note Mp.q(R ) le sous espace des matrices a coe_ﬁicients réels; une matrice réelle définit un
opérateur R-linéaire: R —RP et son prolongement C-linéaire: C2— CP. On notera aussi
MP(C? =M, '[["(C ) ( ou .MP(_R) =‘A{ p(R)) l'algébre des matrices carrées pxp et Iy, l'élément unité
(matrice de l'application zdentttef.

Sur C"*2, on note les points (Z,W) (Z=(z,, .Zy)eCt, W= (wpwy) € C2?). Pour
(ZW)e C™? on pose A=w;+iw,y, W =w;-iw, (on a W2=2A). On considére les formes
quadratique resp. hermitienne:

QqZW)=W?-Z2 HZW)=WW-2Z
On repére ge M, ,»(C) par une matrice par blocs: g =(‘Cl d) avec a€ My(C),

be M, 5(C), ce M, ,(C), de My(C).

On note O(n) le groupe des transformations orthogonales de R". On rappelle que ce
groupe est compact, et que ses composantes connexes sont déterminées par le signe de detg,
g€ O(n).

On note T M, »(R) le groupe des endomorphismes linéaires de R™*? qui préservent la
forme quadratique Q(x) (x € R**2). T"opére sur C"*2 ety préserve les formes Q et H.

t, .t
l.a. Soit g=(2 g) € M;,;2(R). On pose g'=(_l% lg) ol 'm désigne la transposée de m (définie

par (‘mx)y=x(my) pour tous x, y). Montrer qu'on a ge I si et seulement si g'g=1,,7 (ce qui
équivaut d gg'=1, ). Ecrire ces conditions en fonction des matrices a, b, c, d. Montrer que a et d
sont inversibles si ge T,

b. Soitg= (3 8) € M, 2(R). Montrer qu'on a ge T si et seulement si ue O(n) et ve O(2).
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c.  Sime Mp(R) on dit que m est symétrique 2 0 (resp. > 0) si m= 'm et (mx)x =0 pour tout

x € RP (resp. (mx)x >0 pour x#0). On note alors Vm l'unique pt symétrique > 0 tel que p?=m
(m et p sont diagonales dans une méme base orthonormale).

Soit be M, >(R). On pose hb=(23) avec , a=V 1+b'b, c="'b, d =Y 1+'bb. Montrer qu'on a
hbe I.
d. Soit g:(fg) e I'. Montrer qu'il existe ue O(n), ve O(2) et B e Mp»(R) tels que

ul . . . . .
g =(0 v) hﬁ. On pourra d'abord examiner le cas ot a et d sont symétriques et positives.

Z.a. Soit (Z,W) tel que Q(Z,W) =0, H(Z,W) > (). Montrer qu'on a ou bien |4l [|Z]|<JAl, ou bien
A< IZ)] < Jul.

Dans la suite, on note §2 l'ensemble des (ZW) e C'xC? rels que UZW)=0, HHZW)> 0,
lul < 1Al, et G c I le sous groupe des g € Itels que g 2= £

b.  Soit g=(8 8) e I, avec ue O(n) et ve O(2). Montrer qu'on a ge G si et seulement si
detv>0. '

c.  Soit be M, 5(R). Montrer que la matrice h, j,, te R, dépend continiment de t. Montrer
qu'onahye G.

d. Montrer que G est le sous-groupe de I" formé des g =(23) tels que det d > 0.

VI. Equation et groupe d'automorphismes de U.

_ On reprend les notations de 1V et V. On note p l'application (ZW) —);Z[ € C" (avec
A=wy+iwy, W=(w,wy) comme dans V; p est définie dans l'ouvert A#0 de C'*2).

l.a. Soit ze C" et soit Ec R™ un sous-espace vectoriel de dimension 2 contenant Re z et Im z.
Montrer que sur X, la fonction y — ||y||2 atteint ses bornes dans EN Z,.

b.  Soit Ec R™ un sous espace vectoriel de dimension 2 et (e, f) une base orthonormale de E.
Pour z=ae+bfe CMavec a,be C, on pose a(z) =a+ib=a, f(z)=a- ib=P. Calculer z2 et zZ en

fonction de o, @, B, B. Soit ye E. Montrer qu'on a (z- y)2=0 si et seulement si o(y) =0(z) ou
B(y) =B(z). Montrer qu'on a alors ze U si et seulement si la@)l< 1 et |B(2)I< 1.

c.  Soitze C". Montrer qu'on a z€ U si et seulement si 1-22Z+2z272>0 et zZ< 1.

2.a. Montrer que p est une surjection de Q sur U, et qu'on a p(Z,W) =p(Z',W") si et seulement si
(Z,W) et (Z',W') sont proportionnels.

b.  Soit ge G. Montrer que p(g(Z,W)) ne dépend que de p(Z,W).

L'action de G sur 2 passe au quotient et définit une action de G sur U. Sige G, et ze U
on notera g(z) le résultat (§(z) = p(8(Z,W)) si z = p(Z,W)) et on dira qu'un automorphisme a de U
provient de G s'il est de la forme z — g(z) pour un g€ G (g est alors bien déterminé, au signe
pres).
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¢.  Montrer que si 8 € R, l'application z— el®z est un automorphisme de U qui provient de G.

On se propose de montrer que tout automorphisme holomorphe de U provient de G (ie que
si a est une bijection holomorphe U — U il existe g € G tel que a(z) = §(2)).

3. Soit ze U. Montrer qu'on peut choisir (Z,W) e Q, Z=X+iY, W=U+iV avec X,Y.U,V

réels de sorte que p(Z, W)=z, que Z2=W?2 soit réel, et U2- X2=V2-Y2=1.
On pose alors e=U/|Ull, f=V/|IVIl; on note be M, >(R) l'opérateur linéaire tel que

be)=X, b(f)=Y et hy, l'opérateur défini dans la question V.1.c. Calculer hy(0,e+if) € Ch+2,
Montrer qu'il existe ge G tel que §(0) =2z Montrer que G opere transitivement sur U (ie. pour
tous z, z'€ U il existe ge G tel que z'= (2)).

4.  Soit a un automorphisme lincaire de U (ic. ae€ GL(n,C)c M (C) ct aU = U). On s¢ propose
de montrer que a provient de G.

a. OnposeP(z)=1-2z7+ 7272 (Pestun polyndéme de z et Z) et Py(z)=P(a(z)). Montrer qu'on a
P,(z)=0si P(z)=0, ||lzl|< L.
b. Soit ee C" un vecteur isotrope (ie. €2=0) tel que e§=§ (e =g%1£ avee ¢, fe S, ef=0).

Vérifier qu'on a P(Ae+pu®) = (1- AR)(1- ufi), et PyAe+pnE )=0si Al=1, lnl<l ou |u|=1, Al< 1.
Montrer que le polyndme P,(Ac+ 1€ ) de A, A, [ est identique & (1- AR)(1- pi).

c.  Montrer qu'on a P;=P. En déduire que a est unitaire (Jla(z)l|=||I}) et qu'il existe un nombre
complexe ytel que (a(2))?= vz2.

d. Déduire de ce qui précede qu'il existe un nombre réel 8 et ue O(n) tels que a(z) =ci®u(z),
et qu'il existe ge G tel que a(z) = g(2).

5.  On se propose de montrer que tout automorphisme holomorphe de U provient de G. Soit a
un automorphisme holomorphe de U.

a.  Montrer qu'il existe ge G tel que g(a(0))=0.
On suppose désormais a(0) = 0.

b.  On pose py(z)=inf{r | r20, ze rU}. Montrer que py est une norme d'espace vectoriel
complexe, c'est A dire py(Az)=IAlpy(z) side C, py(z+z)< py(@)+py(), et py(@)=0 & z=0,
si z,z'e CI,

c. Onpose y(t,z2)=a(z)= @ qu'on prolonge par y(0,z) = lino y(t,z) pour t=0; montrer que
t

pour z fixé, py(z)=1, t— y(1,z) est holomorphe pour lti< 1 et qu'on a py(y(t.z))< 1. Montrer
qu'on a py(y(t,z)) = 1 (appliquer ce qui préceéde a a!). En déduire qu'on a a(tU) =ta(U) si U< 1,

et a la limite que z—> Y(0,z) = ag(z) = a'(0)(z) est un automorphisme linéaire de U.

d. Montrer qu'il existe g e G tel que g(a(0))=0et (Zoa)'(0)=Id.
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e. On suppose a(0)=0 et a'(0)=1d. Soit xe S. Avec les notations ci-dessus montrer qu'on a
hwtx)li<1 si lti<1 et y(0,x)=x, et que ceci implique a(tx)=tx si Iti< 1. En déduire qu'on a
a=Id.

f. Montrer que tout automorphisme de U provient de G.

Index des notations

action de G sur U VI.2 notations (ZZW)e C"*2, A, . Vv

[ VL2 produit scalaire xy en-téte
df(x), df en-1ére  boule ouverte B, boule fermée B en-1éte
Laplacien A en-téte projection p: 2—U Vi
noyau de Poisson k(x,v) en-téte propriété de prolongement (P) v .
fonctions holomorphes en-téte K¢z en-te:te
Om). 02), T v Imz en-téte
hy V.ic z en-téte
G V.2 Z v
intégrale sur la sphere /Stp(_v)do(y) n U v

Qce'xC V.2
M, ,(C) M, 4(R) v



