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composition de mathématiques générales 

ARTICULATION DU PROBLEME 

La partie 1 est consacrie il I'étude de fonctions virifiant des dquations différentielles algibriques (cette 
notion sera spécifide ultirieurement). Les résultats de cette partie 1 ne sont pas utilisis dans la suite du 
problkme. 

La partie II étudie une fonction holomorphe, dont on montrera dans la partie IV qu'clle ne virifie pas 
d'dcluation différentielle algibrique. La partie III permet d'itablir quelques résultats sur les polyn6mes et les 
frictions rationnelles, en vue des parties IV et V. La partie V gdndralise et pricise le risultat de la partie IV. 

Les pcirties II et III sotil itidi.petirlmirrs etitrr elles. 

On disigne par C le corps des nombres complexes. et par C* l'ensemble des nombres complcxes non 

TOUS les corps considérés dans le problème sont commutatifs, et de caractéristique nulle. 
Si K est un tel corps, et n un entier naturel, on note K [X,, , X I  , ..., X,,l la K-algèbre des polyncimes Li 

( n  + 1) indéterminées à coefficients dans K. Si a, égai a (a, , ,  a ,  , ..., a,,), est un Clément de N"' I , on notera X" 
le mon6me Xi') XYl ... X:". Tout éliment de K [X , ,  , XI , ... , X,,] peut donc s'écrire. de façon unique, sous la 
forme : 

nuls. On notera N l'ensemble des entiers naturels. Z l'ensemble des entiers relatifs, et R celui des nombres riels. 

c P"Xa' ,  
CIE RI" + 1 

où la famille (pJuehi"+ I est une famille délements de K dont tous les termes sont nuls sauf pour un nombre fini 
de valeurs de a. 

L'exponentielle d'un nombre complexe K sera notée err 

PARTIE 1 Exemples de fmctioas vérifirat des 6qutiom diffCreatiella algébriques s u  Q= 

Dans cette partie, on désigne par C, l'ensemble des fonctions de R dans C, indéfiniment dérivables 
sur 03. On munit C, de sa structure naturelle de C-algèbre; si ( f; g, a )  appartient à C, x C, x C. on aura 
donc : 

pourtout U dans R, cf+ g) ( U )  = f ( u )  + g (  u ) ;  
( fg )  ( U )  = f ( K ) ' g ( U ) .  (af) (.) = a ' f ( u ) ;  

Soit P un élément de C[X,, , XI , ... , X,] que l'on écrit : 

P = c p a x a .  
1 

Si f;, , fi  , ... , f, sont des élements de C, , on notera : 

= C Paf;OfY1 *:* f > *  
a € N " +  I 

On définit ainsi un Clément de C, . 
Enfin, si f est dans C, , f ( k )  désigne la dérivée &ème def;  en particulier.f[O' est égale if: 
Dans cette partie, on pourra utiliser, sans démonstration, le résultat suivant : 
Soit A un anneau commutatif, unitaire et intègre. Soient U et V des élements de A [XI, oh V n'est pas le 

polyn6me nul, le coefficient dominant de V étant de plus supposé inversible dans A. II existe alors deux 
déments Q et R de A [X] vérifiant : 

U = VQ + R avec, de plus, R = O. ou bien degré (R) < degré (V). 
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Les questions I. l . ,  I . L ,  I.3. sont indépendantes entre elles. Une même notation, utilisée dans des qitestions 
Clifft-entes, peut donc viser des objets cliflérents. 

1.1, t'application exponentielle réelle. 

Soit f l'dément de C, défini par f ( u )  = e" . 
(1. Montrer que, pour tout élémcnt P de C[X,,l, on a : 

6. Donner un dément 0 non nul de CIX,, , X, 1 tel que Q (f, f' ) = O. 
P(J) = O * P = o. 

c. Montrcr que. pour tout Clément P de C [X0 XII, on a : 

(1. Montrer que, pour tout élément P de C (X,) XI . X,], on a : 

e. Soit J l'ensemble défini par I'égalité : 

* P(f.f') = O * 3 R E C [ X ( ) , X l ]  P (XI - XJR. 

P ( J f : f " ) = O  -3R,SEC[X, , .XI ,X:]  P = ( X ,  - X , , ) R + ( X ? - X , , ) S .  

J - {P tz C[&, XI, X,] tel que PCff' . f")  = O}. 
Montrer que J est un idéal de C [Xo , X I  , X,] , et que cet idéal n'est pas principal. 

1.2. L'application u - sin u. 

Soit f l'Clément de C, défini par f( u )  = sin u 
a. 

b. 
C. 

d. 

e. 

Montrer que, pour tout élément P de C[X,,]* on a : 

Donner un élément Q non nul de C [ X, , XI ] tel que Q Cr, f') = O. 
Soient U, V des éléments de CI&] tels que : 

Montrer que U et V sont nuls. 
Soit J l'ensemble défini par I'égalité : 

Montrer que J est un idéal principal de C [X ,  , XI]. 
Soit L l'ensemble défini par I'égalité : 

L'ensemble L est4 un idéal principal de C [X ,  , XI , X,] ? 

P(f )  = O  * P - o .  

U ( f ) f '  + VY.) = o. 

J - {P E C[X,, XI] tel que PCf,f') = O}. 

L - {P E C [ X , ,  X I ,  X21 tel que PV.f',f") = O}. 

1.3. L'application u - eu'. 

Soit f l'éliment de C, défini parf( u )  = e 
a. Montrer que, pour tout élément P de C [X,, XI], on a : 

b. Donner un élément Q non nul de C [&, , XI, X,] tel que Q 
c. Soit J l'ensemble défini par I'égalité : 

PCff')  = O 3 P - o .  
f' f" ) = O. 

J - {P E 4= [&, XI , X,] tel que P Mf', f") = O } .  
Montrer que l'ensemble J est un idéal principal de C [X,, X, , X,] . 
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Dans cette partie et les suivantes, A désigne le disque unité ouvert de C, et n le demi-plan des complexes 
de partie réelle strictement négative : 

A - ( z  E C tel que lzl< 1) .  n = { t €  C tel que Re(r) < O}. 

II. 1. a. Soit p un nombre réel de [O, 11. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : 
n 1 

k = 0 1 - p '  
h. Pour tout  : de A et pour tout cntier naturel t i .  on pose : 

k = ( i  

Montrer I'inégalitC : 

. .  
c. Montrer que la suite de fonctions (8,1),lEh, converge simplement sur A. La fonction limite est notée 8.  

(1. Montrer que 8 est holomorphe sur A. 

11.2. (1. Montrer que, pour tout t dans A, on a : 

e ( z )  = ( 1  - Z) e (22) .  

b. Montrer que 8 ne s'annule pas sur A. 

c. Soit f une fonction continue sur A, a valeurs dans C, telle que, pour tout z dans A, on ait : 

f(z) = ( 1  - Z)f(ZZ). 
Montrer qu'il existe un complexe A tel que : f = A 8 . 

11.3. Pour tout Clément t de II, on pose : 

a. Montrer que + est holomorphe sur ll. 
b. Montrer que, pour tout t dans ll, on a 

e t  
e l -  1 '  + ( t )  = 2 + (2 t )  + - 

c. Montrer qu'il existe une famille (SJks,,, de fractions rationnelles telle que, quels que soient l'entier 
naturel k et I'élément t de II, l'on ait : 

+ ( ' ) ( r )  = 2 k + 1 + ( k ' ( 2 t )  + S,(el), 

S k + ,  ( z )  = zs;(z). 
et que l'on a, quels que soient l'entier naturel k et l'Clément z de A : 

PARTIE III Qlrelqoes résaltrts sur les W o n s  rationdks et les polynômes 

II1.A. Fractions rationnelles à une indéterminée. 

Dans toute cette partie MA.,  on considère C (z), corps des fractions rationnelles en l'indéterminée Z, 
B coefficients dans C. 

P 
O 

IlI.A. 1. 

fi. Si R appartient h C(z), on peut Ccrirc R = - , OÙ P et 0 appartiennent a C [ i ] .  
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On pose alors : si R # O. 

si R = O. 
degré (R) - degré (P) - degr6 (Q) ; 
degré(R) = - m .  

__ 
Vérifier quc degré (R).ne dépend cffectivement quc de R. 
Montrer que. pour tous R et S dans C( z ) ,  on a : 

degré (R + S) 6 mnx (degré (R), dcgre (S)). 

b. Soit CI,(:) l'ensemble des fractions rationnelles de degré inférieur ou égal à O. Soient aussi V 

, et W le sous-C-espace vecto- 

Vérifier que CI, ( z )  est un sous-C-espace 

1 le sous-C-espace vectoriel de C(z) engendré par - 

riel de C(z) engendré par 

vectoriel de C( z) ,  et que V et W sont des sous-C-espaces vectoriels de C,, ( z ) .  

12 - u).!.. 
. 1 ( r z  - y)Lc. n > ?  

c. Justifier I'égalité : 
C,,(z) = Q: a3 v a3 w. 

où C est identifie à l'ensemble des polynômes constants. 

III.A.2. La dérivée de la fraction rationnelle R étant désignée par R', montrer que l'application de 
Co ( 2 )  dans Q: (z) , qui à tout R associe sa dérivée R' , a pour image W. 

111.A.3. Soit p l'application de Co ( 2 )  dans C ( z )  définie par : 

p(R)(z) = ZR (z2). 
Montrer que V et W sont stables par u . 

III.A.4. Soit R un éliment de C (2) ; sa décomposition en Cléments simples sur C s'icrit : 

où E est dans C [z], et OÙ la famille ( r ( y  ; n)).,,,,,, est une famille déléments de C, nuls sauf 
pour un nombre fini de couples (y, n). 
Soient a un élément non nul de C, et n un entier naturel non nul. 

calculer r ( a  ; n). 1 Lorsque R (z)  = 
( z 2  - a2)" ' 

1II.B. Polynômes à (n + 1) indéterminées. 

III.B.1. Ordre sur N"". 

On définit par récurrence sur l'entier naturel n une relation binaire sur Nn+ I , notée Sfl , de la 
façon suivante : 

si n = O, 9" coïncide avec l'ordre usuel de N , noté aussi 6 ; 

supposant 9,, définie sur N"' ' , on considère deux Cléments a et B de N"+ 2 ,  notés : 

On écrira alors a 9fl + B lorsque : 
- oubienan+,  < B f l + , ;  

a = (ao ,  a l ,  . . . *a ,+ ,  ) et B = (Bo ,  B I .  ..., 

- ~ u b i e n a , + ,  = et (ao,a l * . . . *an)  ~ f l ( B o . B r , . . . , ~ f l ) .  
Dus cette qirestioti, ilne attention toute purticiilière sera apportée i lu précision des rcrisorrtremetrts. 
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a. Montrer que ,Y,, est une relation d'ordre sur N'l+ I . 

h. Soit E un sous-ensemble non vide de N'l+ I . Montrer que E admet un plus petit Clément, 
noté min E . 

c. Montrer que la relation d'ordre y ! , ,  est totale sur N"+ ' . 
d. Soit E un sous-ensemble fini, non vicie, de N'If I .  Montrer que E admet un plus grarld 

Clément, noté max E. 
IIl.B.2. Multidegré d'un polyn6me de K [X,,, XI , ... , X,,]. 

Dans les questions III.B.2. et 111.B.3.. K désigne un corps (commutatif. de caractéristique nulle). 
u. Soit P un élément non nul de K [X,, , XI , .. . , X,], avec : 

P = 1 p,, X". 
a€\"+ 1 

On appelle multidegré de P, et l'on note d (P). l'Clément de N',+ l égal a max {a E N"' I tel 
que p, # O}. Le coefficient pd(p, est alors appelé coefficient dominant de P. 
Montrer que, si P et Q sont deux Cléments non nuls de K [X,,, X I ,  ... , X,,], de même multi- 
degré 6, et de coefficients dominants respectifs pb et 9,. on a : 
- oubiend(p,Q - q,P) .9,6 et 
- oubien pbQ - 9,P = O. 

J - {O}  vérifiant la propriete suivante : 
si P appartient à J - {O}, et si d (P)9 , ,  d (M), alors il existe c dans K tel que P - cM. 

d(p,Q - q,P) # 6 ;  

b. Soit J un idéal de K [XI, , XI , ... , X,]. différent de {O}. Montrer qu'il existe un Clément M de 

ap 
ax, III.B.3. Soit P un Clément de K [X, , XI , ..., X,J. La notation - désigne, comme d'habitude, la 

dérivée partielle du polynôme P par rapport à l'indéterminée X, , 
On suppose que P n'appartient pas a K, identifié à l'ensemble des polynômes constants. 
Montrer qu'il existe un élément (i,) , i l  , . . . , in) de N"+ I tel que : 

P a io+ i i  + . . .+ in  

ax? axf1 ... ax: 

1 PiXi + 9 7  

soit un polynôme affine non constant, c'est-à-dire soit de la forme : 
n 

i - O  

où po , p I ,  . . . , p,, , q,  sont des Cléments de K, et la famille (pO , p 1 ,  . . . , p,) n'est pas la famille nulle. 

PARTIE IV On se propose de montrer que Ir f d o n  0 définie daos la question 1I.l.c 
ne vérifie pas d'éqmation différentielle algébrique sur C ( z )  

Résultats admis et notations. 

Soit 52 un ouvert connexe et non vide de C. On note H (Q) l'anneau commutatif et intègre des fonctions 
holomorphes sur 8 ,  et M (52) son corps des fractions. On sait que M (Q) s'identifie au corps des fonctions 
meromorphes sur Q. L'ensemble des fonctions fractions rationnelles est un sous-corps de M (Q), identifie a 
C (2) ; de même, l'ensemble des fonctions constantes est un sous-corps de M (52) identifié à C. 

La dérivée (complexe) d'une fonction h de M (8) est notée h' ; c'est encore un Clément de M ($2). 
Soit K un sous-corps de M (Q), contenant C, et h un élément de M (8). On dit que h vérifie une équa- 

tion différentielle algébrique sur K s'il existe un entier naturel n, et un Clément P non nul de K [ XI, , XI , . . . , X,,], 
tels que : 

P (h,  h', ... , h"'l) = O .  

Soit (f;,, f i ,  ..., f,,) une famille d'déments de M (Q). Le sous-corps de M (9) engendre par 
K U If;, , fi , . . . , A,} est noté K (f;,, fl , . . . , A , ) .  
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. Montrer que. pour tout entier naturel non nul k, i l  existe un Clément Qk de 
8' 

IV.1. a. On pose:g = - 8 
C [Z,, , Z, , ... , Zk- de multidegre égal a (O, O, ... , 1). tel que : 

= 8 Q k ( g ,  g ' , . . . , g ( k - l l ) .  

h. Soient n un entier naturel non nul, et H un polynhme homogcne non nul, élémetrt de 
C (2) [Ti), T I ,  ... , T,,]. Montrer que le polynôme H ( 1, Q I ,  ... , QI,) .  diment de 
C (z) [Z,, , ZI , ..., Z,- 

À partir du M2. ,  nous siipposons, par l'absurde, que la fonction 8, introtlirite dans la partie II,  virfle 
iine équation difirentielle algébrique sur C ( z ) .  Nous aboutirons ci utle contradiction dms 111 
question IV. (5. 

est non nul. 

IV.2. Montrer que g vérifie une Cquation différentielle algébrique sur C (z). 

Indication. - On pourra considérer itne éqiratioti diffe'rentielle algébrique virifiPe par 0 et en riédirire 
l'existence d'une iquation algébrique (ordinaire)l satbjaite par 8 sur un certain corps. 

IV.3. Dam les questions qui suivent, on reprend les notations de la partie II, et on note L le sous-corps de M (Il) 
égal ri C (exp), OÙ exp désigne la fonction exponentielle. 

Montrer que I'élément 4 de M (II), défini en II.3., vérifie une équation différentielle algébrique sur L. 

IV.4. Soit h un éliment quelconque de M (II); on pose h* ( t )  = h (2t). Plus généralement, si P, égal à 

1 pa X", est un élément de M (Il) [X , ,  XI , . . . , X,,], on notera P+ le polynôme C p,* Xa . 
aEN"+I a€N"+' 

On utilisera, sans qu'il soit nécessaire de le démontrer, le fait que h - h* est un homomorphisme 
injectif de la C-algèbre M (Il) [X, , XI , . . . , X,] dans elle-même. 

Montrer qu'il existe un entier naturel n, un Clément M non constant de L [X,, X, , ... , X,,], et un 
éliment A de L tels que : 

où l'on a. posé : 

& ( t )  = &(et ) .  

Indication. - On pourra considérer l'idéal des polynômes Q à coefficients dans L tek que : 

Q ($, 4'. ...,$"'!) = o. 

IV.5. a. Déduire de la question précédente l'existence de U, polynôme affine de L [ X,, , X, , . . . , X,,] n'apparte- 
nant pas à L, et d'un éliment p de L, tels que : 

1 1 u* (+ (XO - R I I L  4 (XI - RI)? ..-* 2"" w,, - RI,)) = pU(X,, .  XI 9 ..*, XJ. 

b. Montrer qu'il existe un entier naturel met un Clément I I  de L tels que : 

R,, = 2"+' u * - I I .  

c. En deduire qu'il existe un entier naturel m et un élement v de C (z) tels que : 

s,, ( z )  = 2"J+1 v ( z ' )  - v ( z ) .  
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IV.6. Conclure que 8 ne peut vérifier d'iquation différentielle algébrique sur C (z). 

Indication. - On yoirrru considkrer les pbles de v. 

PARTIE V 

Soit R un ClCment de C (z). n'ayant aucun p6le dans A, et tel que R (O) - 1 

v.1. 

V.2. 

v.3. 

o. Montrer qu'il existe une unique fonction holomorphe sur A, notée encore 8 par analogie avec les 
parties précédentes, telle que, pour tout element z de A, l'on ait : 

et telle que, de plus : 8 (O) = 1 . 
8 (z) = R ( Z )  e ( ~ 2 ) .  

b. Soit f l'éliment de M (n) défini par l'égalité : 
8' (el) 

f ( t )  = e' - 8 (el) ' 
Montrer qu'il existe une famille ( S k ) k E y  de fractions rationnelles telles que, quels que soient l'entier 
naturel k et I'élément t de n. l'on ait : 

f ' k ) ( t )  = 2 k + ' f ( k ) ( 2 t )  i- s,(e'). 

On suppose que 8 vérifie une équation différentielle algébrique sur C (z). De façon identique B ce qui a éte 
fait dans la partie IV, on démontre qu'il existe un entier naturel rn et un élément Y de C (2) tels que : 

s, ( 2 )  = 2m+' Y (z') - Y (2). 

On ne demande pas de prouver ce résultat. 
Montrer alors l'existence d'un élément G de C (z), n'ayant pas O pour pôle, tel que : 

Indic- - À l'uide de la partie M A . ,  on pourra montrer que, pour m entier naturel non nul, S,-, &ri- 
fie une rehtion analogue à celle vérijZe par s,. 

a. On pose (cf. 1II.A.) : 

Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, et pour tout complexe non nul y ,  on a : 

g(y;  n )  = o .  
b. Montrer alors que 8 appartient à C (1). 


