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concours externe
de recrutement de professeurs agrégés

composition d'analyse

Avertissement

Les opérations analytiques sur les matrices telles que limite, sommation, dérivation,... sont effectuées
sur chaque élément. Par exemple, la matrice A (n) d’éléments a;;(n) tend vers la matrice B d’éléments b;;
lorsque ntend vers +  sietseulementsil'ona b, = lLm a;; (n) quels que soient i et j; si U (t) est la

n— «

b b
matrice d’éléments i, (¢), I'intégrale J. U (¢) dt est la matrice d’éléments I w;;(t)de.
a a

PREMIERE PARTIE

1. Soit donnée une famille de nombres complexes a (m, n) pour m > 0, n > 0 entiers. On suppose qu’il existe
une suite de nombres réels positifs ¢, avec les propriétés :

+ @
(1) pourtoutm |a(mn)|<c,, > ¢, <+ @,
n=20
On suppose que, pour tout n > 0, la limite suivante existe :
2) lim a(m n)=b,.
m— + o
+ @ + o
Montrer que les deuxséries a,, = 5 a(m,n) et b= 5 b, convergent et que 'ona lim a, = b,
soit explicitement n="0 n=0 me—-+ @
+ @ + @
3 im 5 a(mn)= 5 lim a(mn).
m—=+o =0 n=0 m-— +o

2. On suppose donnée une suite de polynémes P, (z) (pour m 2 0) et une série entiere ® (z) de rayon de
convergence R. On pose

+ o + @

(4) P.()= 5 almn)z®, @)= S bz

n=10 : n={

+
et 'on suppose la relation (2) satisfaite. On introduit la série majorante F (z) = > vy, z" avec la définition

n=1

) Yo = sup la(m n)|;

m30

on suppose que cette série a un rayon de convergence R’ > 0.

a. ProuverlarelationR 2 R’, douR > 0.
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b. Soit ¢ un nombre réel tel que 0 < ¢ < R’, et soit D, I'ensemble des nombres complexes z tels que
| z| < c¢.Montrer quel'ona

(6) lim P,(z) = ®(2).

m-— + o

uniformément pour z parcourant D, .

¢. Examiner le cas des polynomes

7 P,(z) = (L+z+ --- +27).

On déterminera les séries entiéres ® (z) et F (z), leurs rayons de convergence R et R'. La relation (6) est
vraie “pour tout nombre complexe z tel que | z| < R’; on examinera le cas des nombres z tels que
R ' <]z| <R.

+ o n .
. On rappelle la définition de la série exponentielle:exp z = 5 ;- Déduire de ce qui précede la formule
bien connue : n=o N
®) expz = lm (1 + —g—)m
’ p m -~~~ + m .

. Pour tout entier d 2 1, on note ®,(q) le polynéme cyclotomique d’ordre d. On rappelle que ®,(qg) est
donné par

© (0= 1 [o-ew2E
1

1€k
knd=

et que I'on a la formule :

q" - 1= H‘Dd(Q),

din
ou le produit est étendu aux diviseurs d de n . On introduit aussi une suite de polynomes I, (g) par

IMy(q) =1
(10) 4
n ql — 1
m,(qg) = ] pour n 2 1
i=1 q - 1
a. Etablir la formule :
(1 1) .pourn > 2 Hn (q) = n d’d(q)l"/d],
d=2

ou [x] désigne la partie entiére d’'un nombre réel x = 0.
b. Soient n et i deux entiers tels que 0 € i < n. On introduit la fraction rationnelle

n] ___Thig)
12) [ i]q - Mg M, (q)

L n . . .
Par application de a., prouver que [ ; ] est un polynome en q. Montrer que ses racines sont des racines

de I'unité et qu’elles sont simples.

n+1 n i+ n .
c. Etablir la relation de récurrence :  (13) [ ; ] = [ i] +gn ! [z‘ _ 1] (I1<i<n).
q q q
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On définit (z; q), parlaregle

(z;9) = 1
(14) .,
(z;9),= [] @ +q"'z) pournz>1.
i=1
Etablir la relation
15) (z;9), = i [’:] g'i-12zi  pourn>0.
i=0 q

d. Calculer la valeurde I1,(q) etde [ ': ] pour ¢ = 1;spécialiser au cas g = 1 les résultats du c.
q

5. Soit g un nombre complexe de module différent de 1. On introduit la série enticre (en la variable z) :

+ (n—1)/2
(16) )= 3 Lo

a. Déterminer selon les valeurs de g le rayon de convergence R, de la série précédente.

b. Les polynémes P, , (z) sont définis comme suit :

(17) P,z)= [1(1-(g—-1)q7 ).
Onssuppose qu'ona |g| < 1. Par application de la question 2, établir la relation

(18) g(z)= lim P, (2

m-—- + ©
avec convergence uniforme sur toute partie compacte de C .
c. Onsuppose qréelet0 < g < 1. Etablir laformule
(19) lim e (z) = expz

q-1

avec convergence uniforme sur toute partie compacte de C .

d. On suppose donnés € > 0 et ¢ > 0. Montrer qu'il existe un nombre & > 0 tel que I'on ait :
(20 lexpz = P, (2)| <

si les nombres z, m, q satisfont aux relations suivantes :
1-8<g<1, qm" <o, lz] € c.

DEUXIEME PARTIE

1. Soient p > 1 et g > 1 deux entiers. On note M, , (C) I'espace vectoriel des matrices rectangulaires 2
p lignes et g colonnes, a éléments complexes. :
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a. Montrer qu’on définit sur cet espace une norme par la formule

) 1AL, = swp 5 lal,

1€j€q i=1
ou A est la matrice d’éléments a;; .
b. Etablir la relation
(2) VAl ,<q 1Al,,

pour Adans M, ,(C ); on a noté 'A la matrice transposée de A. Peut-on améliorer cette inégalité ?

¢. Etablir la formule
3) ' IABI,,<lIAl, . IBl,,

ol A appartientaM , ,(C) etBaM  ,(C).

Dans la suite, on ne considére plus que des matrices carrées, et I'on écrit simplement || A || pour || A |
lorsque A appartient a M  (C) (c'est-a-direaMy y (C) ) .

+
. a. Démontrer que larelation ) | A (n)[ < + oo suffit a établir la convergence de la série de matrices
n=20
+
A(n).
n=0
+ o0
b. Soit @ (z) = ) c,z" une série entitre, de rayon de convergence R. Soit A une matrice carrée
n=90

+ oo

d’ordre N telle que | A || < R. Démontrer que la série de matrices 5 ¢, A" converge; la somme
n=20

estnotée & (A).

c. Soit donnée une suite de polynémes (P, (z)),, » o - On suppose que, pour chaque entier n > 0, le
coefficient de z” dans P, (z) a pour limite le coefficient correspondant dans & (z) (lorsque m tend vers
I'infini). Par analogie avec la question 1.2., donner des conditions de validité de la formule

@) im P, (A)= ®(A).

m— + ©

d. L'exponentielle d’'une matrice A dans My, (C) est définie par la série

+ o n

%) expA= >

n=0

n!
dont on établira la convergence. Démontrer queI'on a:
A",
(6) expA= lim (I + —)
m

m— + ©
ou I est la matrice unité d’ordre N.
e. On reprend les notations de L.5. Soit A une matrice dans My (C) . Démontrer que, pour tout nombre
complexe g telque| q| < 1,ona:
m- 1

) e A= Gm ] 0-(a- Da‘A.

m— +o =0
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Etablir ensuite la formule

(8) expA= lim e, (A),

q—1

ou la limite est prise sur les nombres réels g tels que 0 < ¢ < 1. A-t-on une relation de double limite
comme dans la formule (20)de 1.5.4.?

£ On suppose que la matrice A est diagonalisable sous la forme A =S A S™!, ou S est inversible dans
My (C), et ou A est diagonale d’éléments A, ..., Ay . Déterminer la matrice ® (A) et en particulier exp A
et e, (A). Commenter les résultats des sections c., d. et e. dans ce cas. -

. On introduit une suite de polyndmes de la forme
(9) P.(z2)=(1+¢,,2)...(1 +e,,,_,,mz) (m=1)
et 'on fait les hypotheses suivantes :

a. il existe une suite (a.,,),, > ; de nombres positifs tendant vers O et telle que | €, ;| € o, pourl € i< p,;

B. il existe un nombre C > 0 tel que 'on ait:

len | +...+ € £C

o]

pourtout m = 1;
"y. lalimite suivante existe :

c= lim (g,, +...+¢€,, ).
m— + m

a. Démontrer que dans le polyndome P (z) = (1 + a,z)...(1 + a,2), le module du coefficient de z" est
.. 1
ma_]orepar—r—lT(l a|+...+1la, ).

b. Pour tout entier n avec n 2 0, on note s, (m) le coefficient de z" dans le polynéme P,, (z). Calculer la
limite de s, (m) et de s, (m) pour m tendant vers + < .

¢. Etablir la formule

(10) expcz= lim P,(z2)

m— +

pour tout nombre complexe z . (On pourra former s, (m) s, (m) — (n + 1) s,,,(m).)

d. Etablir la relation

(11) expcA= lim (I+¢,,A)...(I+ce¢

m— + ©

A)

m.p,,

pour toute matrice A dans M (C). Examiner le cas des matrices diagonalisables.

e. Montrer comment retrouver la formule (6) en spécialisant convenablement les nombres €, ;.
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TROISIEME PARTIE

On note J =] a, b[ un intervalle ouvert de R, et  ~ A () une application continue de J 'dans-l’espace
My (C) des matrices carrées d’ordre N a coefficients complexes.

1. Soient ¢, et ¢, deux points de J tels que 4 < #,. Pour tout entier n > 1, on note A, I'ensemble des points
(815..., 5,) de R" tels que :

On définit aussi I'intégrale matricielle

(1) ' U,,(tl,to)=J A(s,)...A(s)ds,...ds,,

A

etl'on pose :

2) , Up(ty, 1) = 1 (matrice unité d’ordre N).

a. Montrer que la série matricielle

3 Ul )= ¥ Un(t;,to) (tg < 1))
converge. En particulier,ona U (zy, t,) = I.

b. Soient ¢, t,, t, trois points de J tels que ¢, < t, < t, . Etablir la relation
(4) Un(tz,’o) = Z Up(’Zatl)Un—p(tht()) (n> 0)

p=0

et en déduire qu'on a:
(5) U (15, 280) = U(t,, 1)U (1,, ).

c. Etablir I'inégalité

6) 1UG, ) =11 < e [ A Ias] - 1

Iy

pourf, < I,.
d. Soit B une matrice telle que | B | < 1. Montrer que la matrice I + B est inversible.

e. Montrer que la matrice U (¢,, ¢,) est inversible (on pourra d’abord supposer 1, — ¢, assez petit, puis
raisonner par compacité). :
2. Soient ¢, t, deux points de J. On a défini U (¢, ¢, ) lorsque 4 < ¢,; lorsque I'on a ¢, > ¢, on note
U (¢4, t,) l'inverse de U (4, ¢,) .

a. Montrer que la formule (5) reste valable quels que soient ¢y, ¢,, £, dans J.



AGREGATION DE MATHEMATIQUES 17
Analyse 7/9

b. Montrer que Papplication (¢, t,) = U (¢,, t,) de J X J dans My, (C) est continue. (On pourra utiliser les
formules (5) et (6) .)

. a. Pour tout entier n = 1, on définit une application continue A, de J* = J X ... X J (n facteurs) dans
My, (C) par la formule

@) A, (s,....,8,) = A(s))... A(s})
ous,..., s, estle réarrangement en ordre croissant de la suite s, ..., s,. Montrer que'ona:

1[4 h
(8) U’l(tl7t0)=—' ces A,,(S,,...,S,,)dsl...ds,,
t t

n:
0 0

lorsque ¢, < ¢, .

b. On suppose que les matrices A (¢) commutent deux a deux. Déduire de la formule (8) la relation
4

(9) Uy, t,) = expf A(f)de.

4

Interpréter la formule (5) dans ce cas.
c. Etudier les deux cas particuliers suivants :

— A (1) est une matrice diagonale;
— A(t) = A estindépendante de ¢.

. On suppose qu'ona ¢, < t,. Calculer explicitement la matrice U (¢;, ¢,) dans les cas suivants :

a. N = 2 et la matrice A (¢) est triangulaire de la forme

0 c(1)

0 a(s) b(t)
0 0 c(t)]-
b. N = 3 et la matrice A (r) est triangulaire de la forme 0 0 0

. Soient ¢, et ¢, deux nombres réels tels que ¢, < t, . Pour chaque entier p > 1, on suppose donnée une
subdivision de lintervalle [¢,, 7,] en p intervalles au moyen des points de subdivision s(ﬁ), -, 5P

-1
tels que P p
(p) (p) (p (p)
ty <57 <, <~--<s,,_z<s,,-1<’1-
() = P = P = P _ P .
Onpose sy’ = 1, s, =t et As?' = s} — sP.Onpose:

= (p) (p)
€, = max (As;", ...,Asp_l).
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Montrer que sous I'hypothese  lim ¢, = 0,ona

p—~ t+ @
(10) Ul(t, t) = pli"fw T+ AP )As? ). 1+ AsP)AsP).

Cas particulier : A (t) = A estindépendantede ¢.

. On considere deux familles de produits de matrices
U=(I+A,,))..0+A,,)etV,=(1+B,,)...(I +B,,).
On suppose qu’il existe une suite de nombres €, > 0 tendant vers 0 et tels que I'on ait

(11) ' IB,;— A, Il <, lA, ;I pour 1<i<p.

p.i

P
On suppose aussi que 1a suite desnombres )" | A, ;| = C, est bornée. Montrer que la suite (U,), ,

i=1

converge si et seulement si la suite (V)5 ; converge, et que les deux limites sont égales.

. De ce qui précede, déduire la formule

(12) exp(A+B)r= Ilim [(I + —::;‘t) (I + E)]‘D

p— +
= lim |exp|[— ] -exp{—]}| .
p— +w p p
Que peut-on dire lorsque les matrices A et Bcommutent ?

QUATRIEME PARTIE

_ On conserve les notations et les hypothéses de la troisiéme partie, mais les résultats qu’on va établir ne
dépendent que des questions111.1 et I11.2.

1. a. Etablir la formule
1
1) A(f)= lim —([U(t+ h,1) - 1]

n—o h
pour ¢ dans J.

b. En déduire les deux relations différentielles

iU([l’ o) = A(r) U (¢, 1)

@ an

*a_U(tnto) = = U(y, 1) Als)

) >

pour ¢, ¢, dans J.
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c. Soient ¢, dans J et x, dans CN . Montrer que 'équation différentielle

®) =0 Ay ey,

ou x(¢) est un vecteur dans CN dépendant de ¢, avec la condition initiale x(z,) = x,, admet pour unique
solution

C)) x() =U(t, t,) x5
Autrement dit, U (¢,, £,) est la résolvante de I'équation différentielle (E).

d. Commenter le rapport entre la question IIL5. et la méthode d’Euler pour résoudre les équations
différentielles.

. On suppose que I'on a A (z) = B(¢) + C(¢), ou B (#) et C(¢) sont des matrices dépendant continiment
de ¢. On fixe ¢, dans J et I'on écrit U, (¢, £,) pour U (¢, t,) et Ug (¢, #,) pour 'expression analogue ou 'on
remplace A(¢) par B (z). :

- Montrer qu'on a
(5) Ua (8, 1) = Ug (8, 1) H (1),
ou la matrice H (¢) satisfait a I'’équation différentielle '
d
©) S H()=DOH(®

avec la définition
@) D(f) = Ug (4, ) C(6) Ug (s, ).

La condition initiale est H (#)) = 1. Déduire de 1a (lorsque ¢ > ) une représentation de H () sous forme
d’une série comme en II1.

. Soient B et C deux matrices dans My, (C), et soit z > 0. De ce qui précede, déduire la relation

8) exp(— Br)rexp(B+ C)r=1+ ij V{(s,)...V(s,)ds,...ds,,
E

n=1 n

ou I'on a posé
) V(t) = (exp — Bf) C(exp By).

On précisera le domaine d'intégration E,, .

. Montrer que V () satisfait a I'équation différentielle

(10) V()= V0,8,

(avec I'abréviation [L, M] = LM — ML) et qu'elle est donnée par la formule de Lie :

V(t)=C+I[C,B]+L22-[[C,B].B]+...
(11)
® m
= Y W[...[[C,B],B]...,B].

m=0
m



