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PARTIE I - PRELIMINAIRES

1-1 Par récurrence sur n. Pour n = 1, si P € k[X;] a une infinité de zéros, alors P est le
polynoéme nul. Supposons n > 1, et le résultat montré pour n — 1. Soit
P="Py(X1,...,.Xp 1)+ -+ Py(X1,..., X 1) X2
Pour tout x = (z1,...,2,-1) € A1 X -+ X A,_1, le polynéme P(zx,X,,), en une variable
X, a une infinité de zéros, donc tous les coefficients P;(x) sont nuls. Puisque les P; sont

nuls sur A; x --- x A,,_1, par hypothese de récurrence les P; sont tous le polynéme nul, et
P est le polynéme nul.

1-2 Soit a = (ay,...,a,) € U. Puisque U est ouvert, il existe € > 0 tel que tout = =
(x1,...,2,) qui vérifie |z; — a;| < € pour i = 1,...,n est encore dans U. En posant
A; = {x;; |x; —a;] < €}, on est ramené a la question 1-1.

1-3

1-3-1 La linéarité de f — g- f est claire. Si e est ’élément neutre de G,onae- f = f.
La seule vérification & écrire est pour ¢’ - (g- f) = (¢'g) - f. Pour tout v € V,

(g (- N =@ Hlg " v)=flg7" (@ v)=Ff(g7"gd")v)
=f((g9)""-v)=((g9)- f)(v).

1-3-2 Si h € F(V)%, alors h(g-v) = (g7 - h)(v) = h(v) et h est constant sur O,.
Réciproquement, si f est constante sur chaque G-orbite, alors pour tout v € V et tout
g€Gona(g-f)(v)=flg~' v)=f(v)et feF(V)

1-4

1-4-1 Comme G est engendré par w, il suffit de vérifier pour g = w. Par linéarité, il

suffit de vérifier pour P = X™ et () = X", et alors c’est évident.

1-4-2 Comme G est engendré par w, on a k[X]% = {P € k[X]; p(w)(P) = P}. Si
P=ay+a1 X+ +agX% on ap(w)(P) =ag+awX + -+ aqw?X? et P € k[X]¢ si
et seulement si pour tout i, a; = a;w’. Comme w’ = 1 si et seulement si r divise 7, on a
P € k[X]% si et seulement si a; = 0 pour tout 4 non divisible par 7, c.-a-d. si et seulement
si P € k[X"].

1-5
1-5-1 Soit g~! = (a; ;). Alors g - P est la fonction associée au polynome

P(Z al,ij, . ,Zan,ij).
J J

1-5-2 L’orbite de v est k™ \ {0}. D’une part, pour tout g € Gl,(k), on a g-v # 0.
D’autrepart, si w est un élément non nul de k™, il existe g € Gl,,(k) tel que g-v =w : il
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suffit de compléter en des bases €g = v,€1,...,€, et o = w, p1,...,p, de k" et de définir
g par g(€;) = p; pour i =1,...,n.

1-5-3 Si P € k[Xq,...,X,] est invariant par Gl, (k) alors, d’apres 1-5-2 et 1-3-2, P
est constant sur k™ \ {0}, et vaut disons a. Alors P —a s’annule sur £* x --- x k*, et donc
d’apres 1-1 P — a est le polynome nul. Le polynéme P est une constante.

PARTIE II - POLYNOMES ET ACTION SUR DES ALGEBRES

2-1
2-1-1 Soient Y? pour i = 1,...,n les formes lindaires coordonnées dans une autre
base de V. Il suffit de voir que Y? € k[X?, ..., X?], ceci donnera

EYY, ...,V C k[X?,..., XY,
et on aura I’autre inclusion par symétrie. Or on a Y° = M1 X% ol M est la matrice de

changement de base.

2-1-2 Le morphisme est clairement surjectif, il reste a vérifier que son noyau est nul.
Ceci est vrai, parce qu'un polynome nul sur k" est le polynome nul, comme k est infini
(voir 1-1).

2-1-3 S(V)4 est caractérisé par
feSWV)ge= feS(V)et VA€ kWvek™ f(w)=\Ff(v).

Cette caractérisation est indépendante du choix de la base.

2-2
2-2-1 1l reste a vérifier que g -1 = 1, ce qui est évident, et que g - (f1 X f2) =
(g- f1) x (g f2), ce qui se calcule ainsi :

(9-(fix f2)))=(frx f)(g7"-v) = fi(g7" - v) x fa(g™" - v)
=(g- )W) x(g- f2)() = ((g- fr) X (g f2))(v).

2-2-2 On utilise la caractérisation de 2-1-3. Soit f € S(V)g; il vérifie f(A\v) = A9 f(v)
pour tout A € k et tout v € k™. Calculons, pour g € G,

(g- )= Flg™ - (w)) = F(Mg™ " v) =Af (g7 v) = A(g - f)(v).

Ce calcul montre que g - f appartient a S(V)q.

2-2-3 Rappelons que S(V) = @ 5, S(V)q4. Puisque S(V)< est un sous-espace vecto-
riel de S(V), l'inclusion N
SV > (S(V)“nS(V)a)

d>0

est claire. Pour montrer Iinclusion dans I’autre sens, il suffit de voir que si f € S(V)% et
si f=fo+fi+-- + fr est sa décomposition en polynomes homogenes (fq € S(V)q), alors
fa € S(V)E pour tout d. D’apres 2-2-2, on a g - f4 € S(V)q pour tout g € G, et donc

g-f=(g fo)+-+(9fr)
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est la décomposition de g - f en polynémes homogenes. Comme f =g - f,ona f;z=9g- fa
pour tout d et pour tout g € G.

PARTIE III - EXEMPLES

3 Groupe spécial linéaire

3-1 On choisit une base de V. Soit M (v1,...,v,) la matrice dont la i-éme colonne est
formée des coordonnées de v; dans cette base. On identifie de cette maniere V & k™*". La
famille (vq,...,v,) est libre si et seulement si un des déterminants de taille r x r extraits
de M(vy,...,v,.) est non nul. Un tel déterminant est un polynéme en les coefficients de la
matrice, et donc ’endroit ou il est différent de zéro est un ouvert de k™*".

3-2 Etant donné (vq,...,v,.) et (wi,...,w,) dans U,, on peut compléter en des bases
(V1,...,0,) et (wy,...,wy,) de V. Soit h € GL(V) tel que h(v;) = w; pour i = 1,...,n.
On définit ¢ € SL(V) par g(v;) = w; pour ¢ < n et g(v,) = (1/det h)w,; on a bien
detg =1, et g+ (v1,...,v.) = (wy,...,w,). Ceci montre que U, est contenu dans une
orbite de SL(V'). Par ailleurs, on a g - U, C U, pour tout g € SL(V) (et méme GL(V)),
donc U, est bien une orbite de SL(V).

Soit f € S(VT)SE(V). Alors f est constant et vaut disons a € k sur U, puisque U, est
une orbite de SL(V) (1-3-2). Comme f — a est nul sur U, qui est un ouvert de V" (3-1),
le polynéme f — a est nul (1-2) et donc f est une constante.

3-3
3-3-1 Soit g € SL(V). On a

dete (97" - (v1,...,vp)) = det(g7") x dete(vr,...,v,) = dete(vi,...,0,),
ce qui veut dire que g- f = f. Donc f appartient & S(V")SL(V),

3-3-2 Soit v = (v1,...,v,) € U, (c-a~-d. une base de V). Si (e1,...,€,_1,0€,) est
dans 'orbite de v sous SL(V'), on doit avoir par 3-3-1

dete(v) = dete(eq, ..., en_1,a€,) = «,

ce qui montre déja 'unicité, et donne o = f(v). Par ailleurs, 'automorphisme linéaire g
défini par g(v;) = e; pour i < n et g(e,) = f(v)e, est bien dans SL(V'), ce qui montre
que (e1,...,en—1, f(v)ey,) est dans orbite de v sous SL(V).

D’apres 3-3-1 on a k[f] ¢ S(V™)SL(V) . Soit maintenant ¢ € S(V™). 1l existe un
polynéme P en une variable tel que p(eq,...,e,_1,ae,) = P(a). Si ¢ est invariant par
SL(V), il est constant sur les orbites de SL(V') (1-3-2), et on a d’apres ce qui précede,
pour tout v = (vy,...,v,) € Uy,

o) =p(er,...,en—1, f(v)e,) = P(f(v)).

Puisque ¢ — P(f) est nul sur U,, c’est le polynome nul (3-1 et 1-2). On a donc ¢ € k[f],
et ceci montre 1'égalité S(V™)SE(V) = k[£].



4 Quelques groupes finis

4-1 L’algebre k[X1,..., X,]®" est Ialgébre des polynomes symétriques (c’est en fait la
définition des polynémes symétriques). Soient @1, ..., @, les polynomes symétriques élé-
mentaires : o1 = > X;, o2 = Doicicien XiXjs oy oo = X1Xo--- Xy, On sait
que tout polyndome symétrique peut s’écrire comme polynome a coefficients dans k en
les ©1,...,¢,. Ceci veut dire que l'algebre des polynomes élémentaires est égale a la
sous-algebre k[p1,...,p,] de k[X1,...,X,]. On sait que le morphisme 7 de l'algebre
de polynémes en n indéterminées k[S1,...,S,]| dans k[X1,..., X,] défini par 7(S;) = ¢;
est injectif. Ceci s’exprime par le fait que si un polynéome P a n indéterminées vérifie
P(p1,...,pn) =0, alors P est le polynome nul (on dit aussi que les ¢, sont algébriquement
indépendants sur k). Donc 7 induit un isomorphisme de k[S1,...,S,] sur klp1, ..., @n].
L’algebre des polynomes symétriques est une algebre de polynomes.

4-2

4-2-1 Pour a = (o, ..., a,) € N, notons X* = X7 --- X% et |o| =1 + -+ - + ap.
Soit f = > enn Ga X un polynome (les a, € k sont nuls, sauf un nombre fini d’entre
eux). Alors e f = > (=1)%a, X%, et donc f = e f si et seulement si a, = 0 pour
tout « tel que || est impair (c’est ici que joue 'hypothese que la caractéristique de k est
différente de 2). 1l est immédiat que si |«| est pair, alors X* est produit de monomes X?
ou X;X;. Ceci montre que

kX1, .., X, CRIXE, .., XX, ..., X2

L’inclusion dans l'autre sens vient de € - X? = X? et - X; X; = X; X;.

4-2-2 Tout monoéme M du second degré est irréductible dans k[X1,...,X,]¢. En
effet, si M = PQ avec P et Q dans k[X1, ..., X,]%, alors les degrés totaux de P et @ sont
forcément pairs (4-2-1) et donc un de ces deux facteurs doit étre une constante (c.-a-d. un
élément inversible de k[X1,..., X,]%). Supposons maintenant n > 2. Les trois monomes
X2 X2 et X1 X, sont irréductibles, et bien str aucun n’est multiple d’un autre par une
constante. L’égalité

(X1X2)? = X7 X3

est donc un contre-exemple a 'unicité de la décomposition en produit de facteurs irréduc-
tibles dans k[X1, ..., X,,]¢. Cet anneau n’est pas factoriel.

Une algebre de polynomes est factorielle. Donc k[X7, ..., X,,]¢ ne peut pas étre une
algebre de polyndmes pour n > 2. Pour n = 1, l'algébre k[X;]¢ = k[X?] est bien une
algebre de polynomes.

4-2-3 Puisque V2 — UW est unitaire par rapport & V, on peut faire la division eu-
clidienne de P par rapport a V. Le reste va étre de degré au plus 1 en V', et la division
s’écrit :

P=(V2—UW)QU,V,W)+ Ry (U W)V + Ro(U,W).

Dans cette égalité, quand on fait U = X2, V = XY et W = Y2, on obtient
0=Ri (X% Y?)XY + Ro(X?Y?).
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Posons Ry = >, 7k, USWl et Ry =3, ; sk, UFW! Dans Ry (X2, Y3)XY + Ro(X2,Y?),
le coefficient de X2¥Y 2 est s, et celui de X2FH1Y2+L est 1y ;. L'égalité ci-dessus montre
donc que R; et Ry sont tous les deux le polynéme nul. Ainsi V2 — UW divise P.

4-2-4 L’homorphisme de k-algeébres 7 de k[U,V, W] dans k[X?, XY,Y?] défini par
©(U) = X2, n(V) = XY, 7(W) = Y? est clairement surjectif. La question 4-2-3 montre
que son noyau est contenu dans I'idéal (V2 — UW), et comme 7(V2 — UW) = 0 ce noyau

est égal a I'idéal (V2 — UW). Donc 7 induit un isomorphisme de k-algébres du quotient
KU, V,W]/(V? —UW) sur k[X? XY,Y?].

5 et 6 Groupe orthogonal

5-1 Si ae; = g(v) avec g € O(V), on a nécessairement |a| = |jaeq|| = ||v||, donc, comme
a est positif, a = ||v||. Il reste & voir qu’il existe bien g € O(V) tel que g(v) = ||v||e1. Si
v = 0, n’importe quel g convient. On suppose donc que v # 0. Soit (fa,..., fn) une base
orthonormée de v. La famille (v/|v||, f2,..., fn) est une base orthonormée de V', et donc
lapplication linéaire g définie par g(v) = ||v|le1 et g(f;) = e; pour i = 2,...,n est bien
dans O(V).

5-2 Puisque tout g € O(V) préserve le carré de la norme, on a clairement

R[XZ+ ...+ X2 c S(v)°MV),
Montrons I'inclusion inverse. Soit ¢ € S(V)O(V). Alors o(ae;) est un polynoéme en a; ce
polyndéme en a est invariant par a — —a puisque —Idy € O(V') et donc p(—ae1) = p(aey).
On en déduit qu'il existe un polynéme P d’une variable tel que p(ae;) = P(a?) (4-2-1
pour n = 1). D’apres 5-1 et 1-3-2, on obtient ¢(v) = ¢(||v]le1) = P(||v]|?) et donc, modulo
Iidentification entre S(V) et k[X1,..., X,], on a o(X1,...,X,) = P(X? +--- + X2).

6-1 Soit g € O(2). On calcule

(9-L)(@,y) =L(g~ " (z,y)) = L(g (), 97 (v))
=H(g " (2).97 " (v),9 " (2).97 " (2), 9 (v).97 ' (v))
= H(z.y,z.z,y.y) = L(x,y),

ce qui montre que L est O(2)-invariant.

6-2 Ecrivons K =}, 5 _ Ka,5,,ab%c?. Puisque F est invariant par —Idy, K est invariant
par la substitution @ — —a, b — —b, c+— —c. Donc si k4,3, # 0, on doit avoir o + 3 + 7y
pair (comme en 4-2-1). Par ailleurs F est invariant par la symétrie orthogonale d’axe
Re; qui envoie (z,y) sur (z,—y). Donc K est invariant par la substitution ¢ — —¢, et si
Ka,3,y 7 0, alors 7y est pair, et aussi o + 3 est pair d’apres la condition précédente. Donc
K est un polynéme en a?, ab, b?, c?.

6-3 La question 5-1 montre que tout élément (x,y) a dans son orbite sous O(V') un élément
de la forme (||z|le1,v) = (a,0,b,¢). On a a = ||z||, b*> + ¢ = y.y et ab = z.y. On sait
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d’apres 1-3-2 que F(z,y) = F(a,0,b,c) = K(a,b,c), et on sait d’apres 6-2 que K(a,b, c)
est un polynome en a? = z.x, ab = z.y, b%, c2. Si x # 0, on peut écrire :

b2 — (.I’y)2
Tr.x

Y

(z.y)* _ (yy)@.z) - (zy)*

r.x Tr.x

=yy—

Quand on remplace a?, ab, b?, ¢ par ces valeurs dans K (a, b, c) et que I’on réduit au méme
dénominateur qui est une puissance (x.x)%, on obtient :

M(z.y,z.z,y.y)
(r.x)®
ou M est un polynome en trois variables a coefficients réels.

6-4 L’image de (R?\ {0}) x (R?\ {0}) par I'application (z,y) — (z.y,z.7,y.y) est

{(u,v,w) € R* v>0etw>0etu® <vw}.

F('ray> =

Il est clair que I'image est contenue dans cet ensemble, et réciproquement tout (u,v,w) de

cet ensemble est 'image de
Ve Y e —i—\/vw_uze
15 /o 1 " 2 |-

L’mage contient donc 'ouvert non vide
U= {(u,v,w) € R* v>0etw>0etu® <vw}

Par hypothese, les polynomes WP P(U,V, W) et VIQ(U,V, W) prennent les mémes valeurs
sur U, donc ils sont égaux d’apres 1-2.

6-5 D’apres 6-1, on a
R[X,Y] + XoYs, X2 + X2, Y2 + V2] € R[X}, X5, Y1, Y5]0®),

Montrons I'inclusion inverse. Soit F € R[X}, X5, Y1, Y5]°®). On a vu en 6-3 qu’il existe
un polynéme P € R[U,V, W] et un entier positif ou nul ¢ tels que, si x # 0,

P(r.y,v.z,y.y)
(x.7)1 '

F(xvy) =

De méme, en renversant les roles de x et de y, il existe un polynome @ € R[U,V, W] et un
entier positif ou nul p tels que, si y # 0,

Qz.y,z.2,y.y)

(y-y)P
D’apres 6-4, les deux polynomes WP P et V(@) sont égaux. Par la factorialité de R[U, V, W],
on obtient que V7 divise P. Donc F(x,y) a mémes valeurs qu'un polynéme en .y, z.x, y.y

sur ouvert des (z,y) tels que  # 0. Par 1.2, on en déduit que F'(X;, X5, Y1, Y2) appartient
AR[X,Y] + XoYa, X2+ X2,Y2 + V2.

F(z,y) =




7 Conjugaison
7-1 Les n valeurs propres d’un endomorphisme = sont les racines du polynomes car-
actéristique P, de u. Ces n racines sont distinctes si et seulement si le discriminant de P,
est non nul. Comme ce discriminant est un polynome en les coefficients de la matrice de u
dans une base de E, ’ensemble des u pour lesquels il est non nul est bien un ouvert de V.
Soient A1, ..., A, les n valeurs propres distinctes de u, et soient eq, ..., e, des vecteurs
propres associés. L’orbite de u sous GG est formée des endomorphismes v qui ont les mémes
valeurs propres que u. En effet si v = gug™!, alors g(e;) est un vecteur propre de v associé

a la valeur propre \;. Et réciproquement, si v a pour valeurs propres Aq,..., A\, avec
vecteurs propres associés fi, ..., fn, alors 'automorphisme g défini par g(e;) = f; vérifie
v = gug L.

7-2 Soit g € GL(FE). On a
Py14y(T) =det(TIdy — g ' Ag) = det (¢ (T Idy — A)g) = Pa(T),

et donc (g - 77)(A4) = 7;(9 ' Ag) = 7;(A). Ceci montre 7; € S(V)FLV),

7-3 D’aprés 7-2 on a l'inclusion k[ry, ..., 7,] € S(V)“L(V). Montrons I'inclusion inverse.
Soit o € S(V)GL(V), Choisissons une base e = (eq,...,e,) de V, et notons D(A1,...,\,)
I’élément de V' dont la matrice dans e est

A1 0
0 An

11 existe un polynome P en n variables tel que o(D(A1, ..., An) = P(A1, ..., A,). Puisque ¢
est invariant sous ’action des automorphismes qui permutent les e;, ce polyndéme doit étre
invariant par permutation des A;. Il s’exprime donc comme polynome en les polynomes
symétriques élémentaires en les \; (4-1). Ceci veut dire qu’il existe un polynoéme @ en n
variables tel que, pour tous Aq,..., Ay,

O(DA1,y. . Ay) = Q<71(D(/\1, ) (DO ,/\n))>.

D’apres 7-1, chaque u de U a dans son orbite sous GL(V') un endomorphisme D(\q, ..., A,).
Comme ¢ et les 7; sont constants sur les orbites (1-3-2), I’égalité ci-dessus montre que les
polynémes ¢ et Q(71,...,7,) prennent les mémes valeurs sur U. Donc, d’apres 1-2, les
polynémes ¢ et Q(71,...,7,) sont égaux.



PARTIE IV — LES FORMES BINAIRES

8 Un exemple

8-1 On a (m2(9)P)(u,v,w) = P(p2(g")(uX? + vXY + wY?)) et comme p(g~)(X) =

aX + BY et p(g7H)(Y) =vX + Y,

p2(g7H(WX? + XY +wY?) = u(aX + BY)? +v(aX + BY)(vX +0Y) + w(vX + 0Y)?
= (uo? + vay + wy?) X? 4 (2uaB + v(ad + B7) + 2wyd) XY + (uf? + vB + w?)Y?2,

Donc
(m2(9) P) (u, v, w) = P(ua® + vary + wy?, 2uaf + v(ad + B7) + 2wyd, uB” + vB6 + wé?).
On peut vérifier que m2(g)A = A pour tout g € SLy(k) par le calcul.

A(ua® + vary + wy?, 2uaf + v(ad + By) + 2wyd, uB? + vB35 + wé?) =
= (Quaf + v(ad + 47) + 2wyd)? — 4(ua® + vay + wy?) (uf? + v + wo?)
= 0*((ad + B7)? — 4aByd) + uw(8aBys — 4(a6” + F*4?))
= v*(ad — B7)? — duw(ad — B7)* = v* — duw = A(u, v, w).

Ceci montre que A(u,v,w) appartient & S(Ry)SL2(*),

8-2 On veut
A(u,v,w)

4

(et non pas ma(g) comme écrit par erreur dans I’énoncé), c.-a-d.

A
uX? + XY +wY? = pz(g—l)(XQ _ WW)

2 A(ua v, w)
4

p2(9)(uX? + v XY +wY?) = X? — Y?

= (aX + BY) (VX +0Y)2.

Si u # 0, on peut choisir t € k avec t? = u et écrire (en “complétant le carré”) :

A(u, v, w)

uX? 40XV 4wy = (X + 2 V)" - ==
Uu

Y2
2t ’

et on observe que l'on trouve une solution a ’équation () en prenant

[t v/2t B
g= (0 1/t ) (remarquer que det g = 1).

Soit P € S(Ry)%2(k). D’apres ce que I'on vient de voir, on doit avoir, pour tout (u,v,w)
avec u # 0,
P(u,v,w) = P(l,O,A(u,v,w)/4),

puisque P est constant sur les orbites sous 'action de G par ps. D’apres 1-1 les deux
polynoémes P et P(1,0,A/4) sont égaux et donc P € k[A]. Comme on a vu en 8-1 que
A € S(Ry)%L2(F)  on a bien 1’égalité S(Ry) 2(F) = E[A].



9 Cas général

9-1 On a py(g9.)(P) = P(a~'X,aY), et dans la base (X%, X971y, ..., Y?) la matrice de
pd(ga) est la matrice diagonale

Sa trace est

1 — g2d+2 d+1 _ ,—(d+1)
a1 +a2+ a2 =g -1 .
1 —a? a—a-1

9-2 On a Ry = k et SLo(k) agit trivialement sur Ry, ce qui veut dire que pour tout
g € SLy(k), po(g) = Idg. Donc (Ro)%2*) = Ry = k.

Soit d>0et P=agX%+ag_1 XY + - 4+ apy? € RjLz(k). De p2(g2)(P) = P on
tire ap = 27424, et donc ay = 0 sauf dans le cas ou d = 2k est pair, et £ = k. Alors

P =a, XFYF et en prenant
1 1

on a por(g)(P) = ar(X — Y)¥Y* qui ne peut étre égal & P que si ax = 0. En conclusion,
(Ra)*"2™) = {0}.

9-3 On suppose I = {1,...,n} pour fixer les idées. On choisit une base ¢; de H; pour
chaque 7, et les bases €1, ..., €, mises bout a bout forment une base ¢ de H. Si A; est la
matrice de 7;(h) dans la base ¢;, alors celle de m(h) dans la base € est

Ay
Az

An

Il est clair alors que la trace de 7(h), qui est la trace de cette matrice, est égale a la somme
sur I des traces des matrices A;, c.-a-d. des traces des m;(h).

9-4
9-4-10nafto)(g)o = Do pg(d) (g9), donc, d’apres 9-3 et 9-1,

qd+1 _ g —(d+1)
trace (Mga)) = 3 n(d) trace (pa(ga)) = 3 n(d)

d>0 d>0

a—a !

9-4-2 On remarque d’abord qu’un polynéme de Laurent P € k[a,a!] qui est nul pour
tous les a # 0 est le polynome nul. En effet, en multipliant par une puissance convenable

9



a?, on voit que aP P est un polyndme; s’il est nul pour tous les a # 0, c’est le polynéme
nul et donc P aussi est le polynome nul. Ceci permet d’identifier un polynoéme de Laurent
a la fonction de k* dans k qui lui est associée.

On remarque ensuite que la trace de pg(g,) est un polynéme de Laurent de degré d,
et donc que la famille de ces polynomes, quand d parcourt N, est une famille libre, par
un argument de degrés échelonnés. Les n(d), qui sont les coefficients de la combinaison

linéaire dans kla,a™}]

trace (A(ga)) = »_n(d) trace (pa(ga))

d>0

sont donc entierement déterminés par la fonction a — trace (A(g,)), et donc par A.

9-4-3 Il est clair, vu le ¢) de 9-4, que I'isomorphisme 6 envoie B, ((Rd)SLZ‘(k))n(d)
sur V52(8) Donc
dimy (V20)) = “n(d) dim ((Rq)*">*).
d>0

Vu la formule de 9-4-1, pour vérifier que dimy(VSL2(#)) est le coefficient de a dans le
polynome de Laurent (a — a™') trace (A(gq)), il suffit de vérifier que dim ((Rq)SL2(*)) est
le coefficient de a dans a%t! — =@+ On trouve bien 1 pour d = 0 et 0 pour d > 0,
conformément au résultat de 9-2.

9-5

9-5-1 On sait que les éléments inversibles de k[[T]] sont les séries formelles dont le
terme constant est non nul. Le terme constant du polynome det(1,, — B~!T) est det(1,,) =
1, donc ce polynéme est inversible dans k[[T]].

9-5-2 Pour abréger, on notera b; = b; ; les coefficients diagonaux de B. Puisque B est
triangulaire supérieure, les coefficients diagonaux de B~! sont les b; 1 On a donc

det(1, — B~'T) = [[(1 - b; '),
=1
d’olt

(det(1, —B ') ' =]]a-b'T)"

—.

@,
I
—_

(L4+ b T+ b72T% + -+ 0 Tk ),

I
.:3

=1
et le coefficient de T dans cette série est Zeﬁm%n:e byt -+ b, . On va comparer avec
tre(B).
On rapporte k[ X1, ..., X, a la base des mondémes Xi* --- Xt» ot eg +---+e, =r.

On a, puisque B, et donc aussi B~!, sont triangulaires supérieures,

e2

B-X{ o X = (b Xy 4+ Li(Xa2, .., X)) (b " X + La(X3, ..., X)) 7o (bt X))

10



ou Lo,...,L, 1 sont des formes linéaires. En développant, on voit que le coefficient de
X7t  Xenoest by ' -+ -b, . Donc tr.(B), qui est la somme des coefficients diagonaux de
la matrice de l'action de B, vaut bien ) byt ---b,°. On a établi

e1+--+enp=e
(det(1, — B™'T))~ Ztre
e>0

9-5-3 Puisque k est algébriquement clos, on peut trouver une matrice de changement
de base M telle que la matrice M ~!BM soit triangulaire supérieure. Le changement de
base dans k™ laisse det(1,, — B~!T) invariant, et 2-1 montre que k[X1, ..., X,]e, et tro(B),
ne dépend pas non plus du choix de la base. L’égalité établie en 9-5-2 vaut donc pour
toutes les matrices inversibles B.

9-6 En suivant les définitions précédentes, on a xq.(a) = trace (mg.e(9a)) = tre(pa(ga))-
En utilisant la formule de 9-5, et la description de la matrice de pg(g,) donnée en 9-1, on

obtient .
> Xaela)T = (det(1, — Tpa(ga) ™))

e>0

- [(1 — a1 —a~2T) . (1 - adT)] B

9-7 On raisonne par récurrence sur d. Pour d = 0, Fiy (W) = 1—W et donc [Fy (W)] ~lo

Y eso W€ On a My (U) =1 pour tout e > 0.
~ Supposons maintenant d > 0, et que I'on connaisse les polynémes My_1 .(U) € Z[U].

On a
[Fum)] ™" = (3 Maca, )W) (1= U'W) !

e>0
= (X Mareywe) (S vtwh),
e>0 k>0

d’ott 'on tire Mg (U) = > 5_qU*My_1 .—x(U) € Z[U].
9-8 De 9-6 et de 9-7 on obtient

Z Xa,e(a)T¢ = [Fo2(a™T)]

e>0

-1
= Mg.(a®) (a"T)",

d’ott il vient xg.(a) = a= My .(a?).

Lo (k)

9-9 On a vu en 9-4 que mgy,. = dimy S(Rd) est égal au coefficient de a dans le

polynoéme de Laurent

(a — a_l) trace mg.e(9q) = (a — a_l)Xdye(a).

11



On calcule, grace a 9-8,

(a — a_l)dee(a) = (a — a_l)a_de Z c(d, e, z')a2

i>0

:Zc(d,e,i)a%H_de—Z (d e Z) 2i—1—de

120 i>0

Le coefficent de a dans cette derniere expression est nul si de est impair, et si de est pair il
vaut ¢(d, e,de/2) — ¢(d, e, (de/2) + 1) (c’est bien +1 et non —1 comme 'indique 1’énoncé).

PARTIE V - GROUPE SYMETRIQUE
10 Polarisation
10-1 On a

of
N(t) = Y; Uy +tYy,...,U, +tY,),
0 ; O+ s U+ )
et donc X' (0) = Dyy f. Il est clair que f — X (0) est B-linéaire, et si u(t) = g(U +tY),
on a (Au)'(0) = A(0)u'(0) + u(0)N'(0), ce qui donne Dy y (fg) = gDu,y f + fDu,yg. Donc
Dy y est bien une dérivation.

10-2 Soit F' € B[X;,...,X,] tel que f = F(hq,...,hy). On calcule :

i=1 i=1 j=1 J
OF ", Oh, OF
:ZT(hl,...,hp)( YiaU{):Za—(hl,...,hp)pwhj,
j=1 J 1=1 L 7j=1 J
et la derniere expression appartient visiblement & Blhi, ..., h,, Duyhi,..., Dy yhy).
10-3 Soit g € G, et soit (a; ;) la matrice de uw+— g~! - u. On a

Ng-f) & 9
%]Uif) =2 wals: aU]f )

et on s’en sert pour calculer

Duy(g- f)(u,y) = Z

(u) = é%(iaﬂ 85’_(2(9—1 'u)>

9
Z: ( 3 zyz) ag (97" u)
= (Duy f)(g~ “1y)=(9- Duy f)(u,y).

12



Sig-f=f,alorsg-Dyyf=Dyy(g-f)=Duyf. Doncsi f € k[U]%, alors Dyyf €
kU, Y]S

10-4
10-4-1 Puisque P est homogene de degré d en les UM, I’identité d’Euler nous donne

dP = ZU

= (Dym g PYOM, ..., Uu oy = QulY,... Ut ).

10-4-2 Soit f € k[U],. On voit par récurrence sur p que }; est homogene de degré
r+1—penles U= UM Supposons que for1 = A fr (U[ﬁﬂ, cee U[ﬁr]). Alors, d’apres
10-4-1 et la remarque que ’on vient de faire,

(r1=p)fp=Afopr (UM, 0P UMY = A F (Ul Ul
oua; =1si8; =p+1 et a; =0 sinon. Par récurrence descendante, on a en fait

N 1 -
= £ ol gl gy,

fp (r + 1 - p)' f ( ) ) ) ) ) )

11 Action diagonale du groupe symétrique

11-1 Puisque Dy y (Uy---U,) = Y1, Y, (Hlﬁjér, ki U,), on se convainc que la polari-

sation totale de Uy --- U, est ) _ Ul[a(l)] e Uia(r)], ou la somme porte sur toutes les per-
mutations o de {1,...,r}. Donc la polarisation totale de ¢, = >, . ; <, Ui, -~ U,
est a B

~ r o(1 o(r 1 r
%(U[IL___’U[]): Z ZUi[l()]"'Uz‘[r()]: Z Uj[l]...[]][r},

1<i1<...<ip<n o (j1,---sJr)ES

ou S est ’ensemble des suites de r entiers distincts entre 1 et n.

11-2 On remarque d’abord que, par définition de l'action diagonale de &,,, on a pour
g€ 6y,

! ®. o Gr %) « a,
grta= o (UL UD) = (g (U, U,

Il suffit donc de montrer que @, est invariant par &,,. Or, ceci découle du fait que ¢, est
invariant par G,,, et de 10-3.

11-3 On remarque que Dy yo, = Z?:l vY;(U;)*~1, et on se convainc que



Puisque P, = > ytha .. (g o~ on en déduit que I'on a
a 1=1\"g J
P, = (1/v)5, (U, .. Uy,

oufi=...=04, =10041=--.=Lay =2, ..., Bo—ay+1=-..= P = N.

Puisque o0, est un polynome symétrique, il s’exprime comme polynome a coeffi-
cients dans k en les polynomes symétriques élémentaires ¢1,..., ¢, (4-1). En utilisant
10-2 et 10-4, on en déduit que o, s’exprime comme polyndéme & coefficients dans k en
les (U] ... Ul avec 1 < r < n et i1,...,4, compris entre 1 et v. D’apres la
premiecre partie de la question, P, s’exprime comme polynome a coefficients dans k en les
(Ul Uler])y avec 1 < r < m et ai,...,q, compris entre 1 et N, et donc aussi en
les ¢, pour a € M.

11-4 11 est clair que ¢1(U) = Uy + %,(U) et que . (U) = Ui1p,_1(U) + %,.(U) pour
1 < r < n. Les @, s’expriment comme polynomes a coefficients dans k en U; et en les
@, pour 1 < r < n. D’apres 10-2 et 10-4, les polarisations totales p, s’expriment comme

polynomes a coefficients dans k en les Ul[l], e 1[7%1] et en les @, (Ul ... Uler]) avec
1<r<netl<a; <n Onen déduit que les P, s’expriment comme polynomes a
coefficients dans k[Ulm, cee 1[N]] en les 1, pour o € M, pourvu que N > n — 1 (cette

condition, évidemment nécessaire, ne figure pas dans I’énoncé). Il y a par contre un énoncé
valable sans restriction sur IV et qui sera utile dans la suite. Posons

M={8=(,....0,); 1<B;<Netl1<r<n-—1},
et pour 8 € M, définissons

— I ~ —p] 7=16r]
E:FSOT(U ,,U )

Alors les E,@ s’expriment comme polynomes en les 1), pour a € M, a coefficients dans
k[Ulm, e Ul[N]]. Ceci découle de ce qu’on a vu pour les 3, et les 3.

11-5 Par 11-2, on sait déja que k[t)a]aenm C A®n . (Cest I'inclusion inverse qui reste &
montrer.

Pour n = 1, &; est réduit & I’élément neutre et AS* = A. Comme v, = 1[0‘1}, on a
bien le résultat.

Supposons n. > 1. On considere &,,_1 comme le groupe des permutations de ’ensemble
{2,...,n}, ou encore comme le sous-groupe de &,, laissant fixe 1. On pose

L’hypothese de récurrence est que



avec les notations introduites & la fin de 11-4. Soit f € A®~, qu’on écrit comme polynéme

en Ul[l], ceey Ul[N] a coefficients dans A. Ces coefficients sont invariants par &,,—1, donc
d’apres I’hypothese de récurrence ils sont dans k[w ﬁ]. D’apres 11-4 (remarque finale), les

Eﬁ s’expriment comme polynomes en les ¢, & coefficients dans k[Ul[l], cee Ul[N]] ou si I'on

préfere comme polynomes en les U; 1 s U INT 3 coefficients dans k[¢]. Donc on peut
écrire

=Y CoUhye UM avee G, € Klthal.
En prenant pour g la transposition qui échange 1 et j, on a aussi (remarquer que les Cy
sont invariants) :
1 N
f=g1 =3 CaU) - (U )
a
En sommant pour tous les 7, on obtient

1
- E%:CQPQ,

et ceci est bien dans k[,] d’apres 11-3.

12 Application
12-1 Si J € k[V]9, alors

et donc

1<j<n
12-2 Soit 7 € G,,. On a
~ 1 T
O SR (I PNTL W SR (N
1<j<n 1<]<n
donc J € ASn

12-3 L’application « est injective, et quand on ajoute la constante 1 a son image, on trouve
une base de ’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal an en Xq,..., Xy.
Montrons par une récurrence double que la dimension de cet espace vectoriel, que 'on

notera dy ., est égale a C} . Grace aux remarques ci-dessus, ceci donnera bien que le
cardinal de X est égal a C,, — 1= (NH)HM 1.

Pour n = 0, il est clair que dyo = 1 = C%,. Supposons n > 0, et supposons que
I'on ait déja établi que dy,p—1 = CN+n | pour tout entier N > 1. On va montrer que

dn,n = C},,, par récurrence sur N.
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Pour N =1, on sait bien que dy, =n+1= C7, . Supposons N > 1, et supposons
que 'on ait déja établi que dy—1,, = C}_;,,,. Tout polynome de degré inférieur ou égal
anen Xi,..., Xy s’écrit de maniere unique sous la forme P = QQ + Xy R, ou Q) est un
polynome de degré inférieur ou égal a n en X1,...,Xy_1, et Q un polynome de degré
inférieur ou égal a n — 1 en Xy,..., Xy. Cette décomposition en somme directe nous
donne la relation suivante entre les dimensions

—1
dN,n = dN—l,n + dN,n—l = Rf—l—l—n + CRH—n—l = C%—I—n’

ce qu’il fallait démontrer.

12-4 Soit 6 : A®» — S(V) 'homomorphisme de k-algebres défini par

0(F)(u) = Flut?, .. ul, o ulN),

L’image de 6 est contenue dans S(V)¢. En effet, un élément g € G induit une permutation
7€ &, par g;jg~" = grj) et

(9-00)(w) = 6(f) (wlg™w) = £ (ull,. . ul i)
=@l My =0 () = 0(f) ().

On a vu en 12-1 que si J € S(V)E, alors 6(J) = J, donc Pimage de 0 est égale & S(V)€.
Comme les ), pour a € M engendrent AS» (11-5), on en déduit que les images par 6 des

Yo engendrent S(V)Y. Le cardinal de M a été calculé en 12-3. Ceci donne que S(V)% est

(N+1)---(N+n)
n!

engendrée par — 1 générateurs.
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