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composition d'onolyse

Duréé r  ô  heutés

Les candidots composeront sur du popier de composition quodriilé s x s.
L'usoge de tout documenf et de tout motériel électronique est interdit.
La quolifé de lo rédoction et de la présentotion, lo clorté et la précision des roisonne-

ments constitueront un élément importont pour I'oppréciation des copies.
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NOTAîIONS ET OBJECTIFS

Orr nolo K ïe corps R orr C.
Orr <lôsiglre par t-  r t rr  ouçert  (otr , tct 'ç <le K. et par D(o.I l l le cl isqrre ottvert  de cott l re a et de

ra. lon tr?.  On cotrçient r le Jroser D(t .*ro) = K.

l)ans k' eas oir K = B. f , ' n'est arrtro <lu'un irrtervalle ortvort et l)(4. O) est l ' itrlervalle otlvnrt

Ja- I l .a* l?[ :  on l rote alors {P(I t l  l 'ensernble t les appl icat ions de I 'dans C, p lois cont inuntent
<lôriuatrles (p étant un errtier au nroitrs ôgal à | ).

Darrs le cas oir K = C, on note ît{ttl= Clltrl l 'ensernble tles applical,ions holottrorphes ele {'
dans  C.

('oncernant urre foue tiorr / hotornolphe sur un ouvert conrrexe {I de C; otr dispose des résultats
srrivants gw l'on nc dcntandt pas de déntontrct :

Â) Si l 'ouvert [/ est confrre, et si a appartierrt à (t, I adrnet une prinrit,ive F et une seule
s r r r  f '  l e l l e  q u e  F ( a )  *  0 .

l l )  t ,a f t rrrc l io lr  /  esf esl .  indçîf in irnorrt  r lér ivable srrr  l / .  En outre. pour tout poi tr t  c de f / .  en
notant R le ra.von de convergence de la nérie de Taylor de / a.u point o, on a :

- s i  f ' = C a l o r s l ? = * æ .
si It { C alors Il est égal à la distance de a au conrplérnentaire de U ,
tlans les deu.x ea,s la somme de la série de Ta.ylor de / au point a est égale à / sur D(n, Rl,
En par t i c r r l ie r ,  pour  tou t  en t ie r  p  >  l .  on  a  Cp( [ I )  =  Cr { t I ) .

(') Si l 'ensernble des zéros rle / possède au moins un poittt d'accumulation dans fI, alors /
est rrul le sr l r  f / .

('orrsidérons à nouveau le cas général (K = R ou C). O-n appelle point critîque d'un él6nrent

/  de Cl( t , : )  tout zéro de / '  .

Ort  t tole ( ' ( f \  = { .r  e tr  I  f 'Fl  = 0} l 'ensemble des points cr i t iques. le / .

litârrt clonnés / apparterrarrt à {:p(lt l, avec l, ) 3. et ;r un point non critique de /. le schnarzien
rle / au point .r: est défini par

sy(.rr) = {'ri,i}',| -'!(#j''J\'
lT..)  

-  t  \ /1 ') /
I i tatr l  donrrôs c.b,c.d quatre uonrbres cornplexes lr. ls que nd * bc f 0, lorsqrto l f  osl, i tr t lus

r fa t r s  K \  { -  * } .  o r r  d i r f i l r i t  u r re  to rnogn l th ieh  su r  f I  Pa r  ù ( * ,=  
l # .

Dans la partie I on étu<!ie le lien entre le schwarzien et les honrographies.
l)ans la partie ll ou étrrdie le lien entre le schwa.rzierr et le hirapport.
Datrs la partie III on étudie les lonctions univa.lentes srrr le rlisque-unit6 de C.
I)ans la partie I\I on étu<lie I'injertivité des arcs plans au nto;-en du schwarzien.
l)ans la partie V on utilise le schrvarzien pour caractdriser les fonctions rrnivalonles.

Les parties II et III sont ildépendantes.

Tournez la page S.V.P.
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Partie I r $CHIVARZIEN DT HOMOGRAPHIES

lo) Soient f " un ouvert connexe de K et / u1 éltÉnrott do d:t1lr): t 'ulr ouverl rorulexe rle C ct
a rrrr  élôlrrcnt del f( l ' ) ,el  soi t  r  rrn point r le [ /  rron cr i t iqrre porrr  J.  tel  qrro /( . r ]appart iel l r re à
l.' et ne soit pas critiquo pour g. Lcs lr.vpothènes formuléos sur :r peuvcnl s'érriro aussi :

r  € t i  \  ( : { / }  er .  / ( r }  e t '  \  ( , ( .q} .

af lUorrtrnr t lue J n'r 'et pas rrn poirrt cri t ique pour gol.

bJ [xprinrcr ,9eoy(:r) en fonction de .Ço(/{r)), ,91(r) et / ,(r).
2") Soiortt o.ô"e.d quatre nombres complexee lels que ed - he I 0 et, â I'honrograpftie dôfinio

sur K \ {-g} par lr{r) = 
m

af (:alculer ,Sr,(r) pour rour t # - * .

bl Soit une fonction f appartenant àC31tr1. (lalcular 51o1(rr) pour torrt point c do tf \ C'(.fl
t e f q u e  | l ç l #  - 9 .

cl Orr sûppose dans cette question que K = C, (:alcrrler .Tyor(c) pour torrt élémerrt ,r rle K
rl i f f6rent do -# et tel qle /r(r lappart ierrne à t.r \  (:(/).

3 ' )

a] On.srlppose dans rette question que f 'est un irrterral le'orrvert de R. Soit /  appartenant
à t:t1lr) et ne s'attnulant pas silr U. ltlontrer qu'il existe tp appartenant à tl2(11) telle qrro portt

tout r r le {/ on ait 1. l- l  =exp(p(r)} (on considérera. nlc pri lnit ire d" 41.
I

b l  O t t s t t pposedansce t teques l i onqueUes t .u r rd i squeouver t  D (s0 , f i ) deC.So i tune fonc t i o r r
.f  appartenarrt à f l( [ i)  et ne s'annulant pas sur U. l t tontrer qu' i l  existe g appartenant à (: l( t /)
tt'lle que pour tout élémarrt .r de U ol ait |lel = exp(g(;)),
el [in déeluire. danr chacune de,s deux situations envisagées en lloa et 3ob. l'existence de r.,,
apparlonarrt à C2([r) telle que .f = 1,2 .

4") f)ans la suite de cctte partie on suppose que {/ csl, un ouvert corrnexe de K et on corrsitlôrc
ttrre fnncf ion / appartenant à C3((/).
aJ ltlorrtrer que [r \ C(/] est un our-ert de K.

bJ Soit un disrlue ouvert D C Ii \ C'(/). IUontrer gu'il cxiste une application g appartc,rrant à
(2(Dl lol le qrre lbn ait g(zl2I ' lzl  = I pour torrt élément : de l).

eJ l lorrtrer que I 'on a ,11(zl = 
-29"\11pour 

tout : appartenant à D.' '  g ( z l
6o) On suppost' daus col.te rluastion qre .Sy est nullt, srrr l/ \ ('l|l .

aJ  So i tun r l i sq t too t t ve r t l )C f i \ ( ' ( ! ' t .À ton t re rque la res t r i c t i on r l e /à l )os tu r rohonrog raph ie .

bl l:n d6cluire quo c(/| est vide et que / ost une hornogra.phie sur f/.
û") Soir,nt dcs lrolnbros eollrplexes.l ol ,r,  lels r lrtn; = -1u2.

aJ On tiul,pose que .9y(r) = À pour toul, c appartena.nl à tr \ (lll . Soit rrrr disqrre ouve'rl
l) c {' \ ('(/}. ltotrtror qrre si lo rlia.rnôtre tle D est assoz ptlil,, aft.rrs il oxist,e rrna horpographie
/r tr:lle tlue l'on ait /{.u) = â{e2r"} pour tout éléruent.r rle fl.
bf lrlorrl rcr (ltto .Ty est constarte ot i'gak, à À sur tt \ f'(/) si. t t serrterlrcnt si les flerr.x rorrtlitions
suivarrlcs sont vôrifiéas :

( l) L'ensemhle (:(/)eet vir le;
( i i) i l  r :xiste utte homngrapùie â tel le quc l 'on ait /(.r) = h(cà.rl  pour torrt f , tôrnent r r le l I .

cf 'lppli'r'alions. (.lalcrrler .T1 lotsquo Li = R et /(c) = Ârrla1r. ct lorst;1r. lI =] - l,l{ et
J ( . r ) =  l r g t h r
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Partie II : SOHWARZIDN ËT BIRAPPOA,T

I)atrs cette partie on met en évidence un lien errtre schrvarzîen et hirapport. On rappella tlrre

le 6irapport rle quatre nomtrtes cotttple,tes lr.t,c,rl rlerrx à deux rlistineta est délini conlme

[ a ' t r ' c , ' 4 = =  - H '

On cols idàrc unouïer t  { I  deKet  un é lément  /deC: t1r) .  [ ta l t  donnés Q,b.c  dr ;uat repoi t t ts

t l euxàdauxd is t i nc t sde [ , r , t e l sque  l l a l , l l b l , / ( c ) , / (d )so ien tdeuxàder rxd i s t ' i nc t s ,o r tdé f i t r i t

R1(a,0. r""rt) = t/tc),{(aJ' /(?'/(a')l .
[4, b. c, d]

lo) On corrsidàre r tr t  poi t t t  ro al tpartelrant à t /  \  C(/) .

a] lrlqntrer qu'il existe une homographie /r unique. rlélilrie snr un loisinage tle.16, et tollc que:

l 'on  a i t  t r ( ro ) - . f ( . ro ) ,  f t t (16)  =  f ' l ro l t  h " ( rs )  =  / " ( ro ) .

bl  l lxpr irner t l  -  rr)(3)(r0) en fonct iot t  r le / t (ro)et de.9y(;r 'o).

ct  Orr Jrose l l  = h-r o / .  Exprimer g'(rs),  g" l to),  o(: l ) l rs len fonr l ion de / ' ( ' rs)et '  de 'T1( ' ro) '

2 " )

al  Soit  â une honrographie. Comparer I l1o1(n,ô,c,d) et R.nlo,h.c.d) lorsr l rre ces l tot t lhrt 's srr l l l

rlélinin.

bt Soiorrt  a( l ) .ô(f  ) .c(t) . {( t }quatre fonct ions r téf i rr ies et de classeCs sur t t t t  voisi t tage de 0 dat ls

B.  Or r  nuppose que a(0)  =  ô (0)  =  c (0)  -  d (0)  =  z  É .  t /  \  f - r ( / )  e t  que a t10 ; .  ô '101.  r ' (0 ) .  r / ' (0 )

sorrt  deux à t leux r l ist incts.  Nlontrer qrre Ry(a(t) .b(f  ) ,c(f  ) .d( l ))  est bien déf ini  pottr  I  non uul et

assez proclte de 0, et tend rets I lorsque I tend vers 0'

/c l  l r lonlrer que l 'on a

A R1(a(r ) ,ô( r ) ,c( f  ) .d( l ) )  =  I  +  f  (n l r t  -  ô( , ) ) ( , : ( r ) -  d( r ) ) ,91( ; )+ o ( r2 ;  '

3.) I)ans la ruite de cette partie on suppose qrre K = R. On considère une fitttction / appartelratrt

à d311r), à valerrrs réelles. et n'ayant r1l'un rrontbrt li lri cle points critiqrtes.

On dit rlue / possède :
-  la propriôtd R sur [ I  s i  pour tous élôrnents:rs.rr . ; t ' rJ.r ,1 t le f f  tels <1ue J1 ( 12 (  ; r t t  (  . t ' . t

et  que J n'ai t  aucun point cr i t iqt te dans [ .r1, .raJ on a

R  1 ( r t ,  1 2 1 1 3 ,  r l  )  <  l  .

la propriété S sur l I  s i  5l  est str ictet t tetr l  négal ive sur { i  \  ( ' l l l .

On étudie. dans cette question. la stabilité des propriétôs R et S par contposition'

al Soit deux lonctions / et g, telles que .f ait la propriété fi. sur [' et g ait la propriété R sttr

f  i ' .  avec /( I I )C l i t .  M,rntrcr (pc to /  a la propriété R sur f  ' .

b l  Soi l  c leux lonct ions pet g. tel les que pait  la propriété.9 sur l r  t ' t  g ai t  la propriélô.S sur 1".

a rec  p( [ ; )C  f  t ' .  I \ lon t re r  que r /op  a  la  p ropr ié té . t  s r t r  [ ' .

4') On nc proposet dans les quaslions.lo el, .tro. dr. tttoltlror qtte las llropriôtds R of .S sottl

équiçalenles.

On sttppose, dans cette quest ion, qi lc /  a la propriôté R srrr  l ' .

a l  l ton t re r  que l 'on  a  51( r ]  (  0  pour  tou t  r  appar le t tan t  à  l r  \  ( t ( l l .

bf  \ lontrrrr  qt te I 'on a (( l l  = (" :( f  *  s. f t )  pour tout e > 0. ( 'a lculer f i  !+r! ' '

lf.l l i lrr di'rlrrire qrre / a la propriété S .

Tourner. !a Page S.V.P.
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6o) Soit  /  ayant la propriétérS. Orr pore! pour tout r  apperlenant à l :  \  ( . : ( t l ,g(r)=

af Exprimer g"(r) en fonction de g(r) et de ,Sy(r).

bf lttontrar que l/'l ne peut prôsenter de rrrininrum local en uu point de t/ \ ('(/) .

cJ Soient,rt.r2,r3,c4 dês points de U telsere 11 ( 12 ( 13 ( r4,et que / n'ait  pas de poirrt
cri t ique dans [r1.raJ. On $uppose aussi que l 'olr a R/rt, .r2.;?3.rr) ]  l .  I t{ontrer qu' i l  exisle
une honrographie [. telle que I'on ait tl(/(rr)) = cr pour È = 1,2.-l.lvlontrer que le pole rlo fr
n'appart ient pas à /{[ar.".r] ]"
d! l)ans les conditions de la questiorr précédente, on pose g = h o / . ltfontrer l'inégalité
g(cr)  (  cr  .

ef Conclure,

0") On suppose enfin que "f est une fonction polynôrniale à csefficients réols. telle que le
pol.ynôme 1t ait toutes ses racines réelles. I\tontrer que .f a la propriété 1l sur R.
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Fartie III: F'ONCTIONS UNMTENTES

l )ans cet le parl ie on prent l  K = C.

Orr r l i t  ( l r t 'une fonct ion holornorphe sur U est uniralente si  el le est in ject ivc sur { i .

Orr dit (lu'�uue forrction / holonrorphe sur [/ est localenrenl unitalenle si. p<lttr lottt point :6

t lo { ' .  i l  cxiste un disque ouvert  l )  de rentre ts el  inchs darrs f i  te l  que la rcstr ict ion de /  à I)

soi t  univalenfe.
()n note

(',. le cercle de cenire 0 el, de ra.yon r',
D,. le disque ouvert rle centre 0 et de rayon ,^ .

1 0 )

aJ f)éternr irrer les i ruages de C1 et / )1 pa,r I 'horuographie û(t1 = 
f$.

bJ Soient ., appartenant à D1 et 1 appartenant à ('1 . On uote Oo." I'homographie déftnie sur
a  \  { $ }  pa r

i D o . - , { z )  =  1 # .'  
I  -  f l g

I t lontrer que iDo.1 induit  une bi ject ion de D1 sur lui-mêrne.

cl  Soit  / t  une l totnographiedéf inie sur D1 qui induit  une bi ject ion de D1 sur lui-rnêtne. Nlontrer
qrr ' i l  e.xiste un élément (a,1)et un seul de D1 X C't  tel  que I 'orr  ai t  f t  = Oo,r.

dJ On considère encore à = Oo,-, .Exprimer, pour tout point :  de D1, lû ' (a)12 en fonct ion de

l f t ( t )12  e t  de  l ^z l2  .

2o) Datts eette r ;uest ion on étudie un e,renrple de fonct ion uniralente sur D1 .

On poso *(z) = Ë ,""  pour tout élérnent e de D1 .

a] [ .xpr imer [ ' ( : )  en ûonct ion de V(z].

bl  En déduire que [ 'est univalente sur D1 et détermirrer I ' image de D1 par À:.

3") Soit  /  apparteuatt t  à H(t I) .  Dans cette quest ion on ident i f ie [ i  à un ouvert  de R2 en
identiliant utt notubre conrplexe z = t * iy au point (r.y) de R2. On considère les fonctions
P,Q,F déf inies pour tout (e,y]  de U par

P(r : .  y )  =  Re( / ( r  +  ty ) )  Qk.y l  =  In r ( / (e  +  ty ) )  F (c .  y )  =  (P( r ,  y ) .Q( r ,  y ) )  .

a] Soit  un point z = t  *  iy r le [ , ' .  Dérnontrer qne le. iacobien de F au point (r ,y) est égal à

l " f ' ( : ) l r .
bl On stlpposo que / n'a pa.s do poirrt critique. I\lontrer qrr'etle ost localerrrent univa.lenl.e.

c| Ol stlppose enrore / n'a pas de poirrl critique. À'lontrer qut' pour tout ouverl I' irrclus darrs
l ' l ' i t r tage de  I 'par  /  es t  un  ouver t  de  C.

4") Soit  unt ' foncl iolr  /  l rolornorpl te sur [ / ,  non consta,nle of possédant un poirr l  cr i t ique :6.

a ]  \ t o n t r e r q u ' i l e x i s t e u n v o i s i n a g e o u v e r t l ) d e ; 6 , u n n o n r b r e e n t i e r  p ) 2 , u n u o r u b r e c o r n p l e x c

l ,  non nul at  une fonrt ion g appartenant à ï l (Dl tels que g' lzol  = I  et  f lz l  = /( :o)+lr(g(r))P
pour tout point :  de D.

bl lln d6duire que .f n'est pas tocalerncnt uniralente.

Tournez la page S.V.P.
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Partie IV : SCHWARZIDN ET AACS SIMPLPS

l )ans cel te part ie orr prend K = R.
Orr considère unc lonct ion /  deCr({ ' )  ne possôdant pas t le poitr i  cf i t ique.

O u  n o t e  F  l ' a p p l i c a t i o n  d e  l , ' r l a r r s  R ?  d é f i r r i e  p a r  F ' ( t )  =  ( R e ( / ( r ) ) . l r n ( / { r ) } }  .  ( ' o l t e  a p p l i

cal ion déf irr i t  un arc paranrétré plal ;  darrs cette part ie 1111 l t rr : t  en ér ' idence t l ivt ' tst 's cottdi l i t l t ts

sullisantes pour que cet arc soit .sfrrrp|r.. c'est-à-rlire injectif.
on 'ose 

t"t (ffi1"1r1)Æ(r)__ffi
1") Dénrontrer qrre si  x( l )  f  0 alors 

# 
or,  éga. l  arr  rayon do courhuro de I 'arc paranrrî l ré r léf ini

par f ' .

2 " )  ( ra lcu le r  r '11)  en  fonc t ion  de  Im ST( t )  e t  l / , ( t l l .
3o) ( 'aractér iser l ' i rnage de f 's i  5y ne prend r lue des raleurs répl les.
4o) Soit  p utte fcrt tct iou cont iuue sur l r .  à valeurs colnplexos. et ,  u apparteuant à Cz(lr l  te l le r lue

n " 1 p u = 0 .

a J  S o i t 0 t t t t t t o n t b r e r é e l a l r p a r t e n a n t à J - f . , + f [ . O r r s u p p o s e , d a n s c e t t e q u c s l i o r r , r ; u e l ' o r r a

l le(r te21r))  < 0 pour torr t  I  apparl .enant à { I .  l \ lonf.rer qrrc,  s i  rr  s 'annuleen deux points dist incts
de [ ' .  a lors el le est nul le en torr t  poiut (on pourraintégrer la folc l ion i lu"] .

bJ On suppose. dans cette qrrest ion. que lnrp( l)  ne s 'aunule pas. I t tontrer clue si  u s 'annule etr
deux point.s disl iucts de U, alors el le est nul le en tout point.

5 ' )

a l  O l t  suppose,  dans  ce t te  ques f . io r r ,  qu ' i l  ex is te  0  appar tenant  à  ] *$ .+Ë{  tu t  que l 'on  a i t

Rr '1rtd51) (  0.sur [ I .  l r lorr trcr que."f  est in. iect ive.

fndira tion : €n su pposa rrt d'abortl que / s'annule en deux points dist incts a et ô. on corrsl ruira
rr  aplrartenarrt  à ( l?(1r),  tel le que u! f ,  -  !2.

bl  On sttpt)oso. r lans cette quesl ion, r l r re I 'o lr  a Inr( ,9y)< 0 sur l I .  t r fontrer que /  est in jr :c l ivc.

6o)  Ot t  s t tg rpos t ' .  dar ts  ce t te  q r res t ion ,  ( l r re  l l  = l  -  1 ,1 [ .  So i t  0  appar tonant  à  ] -  i ,+ i l c l  ô  rn r

ttotttbre réel s11i.1ntneut posil.if. Orr srrppose que pour tout t de f,l

Re1,:'d.Ty(rrr< Af,$ff.
I \ lonlror r l r re la restr ict ion de /  à ]* t t r  f t , t1,  f t tesr i r r . iect ivo.

I r t i l i< 'al ion: on l rorrr ï t  i r r l ror l rr i r r ,  g(r)  = t t t (ôt#*) c l  rr t . i l iser la qrrest iorr  l6oc.
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Partie V : SCIIWARUIEN ET UNIVATENCE

l )ans cottr .  J lart io on pretrd K = C. Orr nole
,ç l"errse'rrrll le des f<xrctiorrs rrrrivalentes sur /)1 .

,ç ' r  l 'eusetrtble des foncl iorrs /  rr . rr ivalr .nles sur /)1 \  {0}.r . t  tel les que, l i r r t  zf(z l  = l .

to) Soi l  t tup fcrncl ion /  hnlornorphe daus I)1,  n 'afant pas de poirr t  cr i t ique. On suppose qu' i l

cxiste rrrr  rronrhre réel 15 > 0 tel  t l r re t 'on ai t  l ,5r( :) l  a +'  I  
g, l  pour tout point ;  r lc D1 .  C)rr

(  I  -  l r l ' , '
so l l r {)p{rsc r le dôlerrniner des t l isques ouverl .s oùr /  est univa. lente. Soierrt  û1 et ;2 derrx poinls
r l i s l i t rc ls  r le  l )s .

al  1\ lontrer r l r re

bJ l lonlrer rpr ' i l  oxiste un poiut n de /)1 ot urr  point .1 de ( '1 tels que Oo,. ,(z l  )  = 0 et que
/  =  ôu . - ( :2 )  so i t  u r r  uor r rb re  rée l  appar te r ran i ,  à . I ' i n te rva l le  ]0 , l [ .

c]  ()rr  conserle les notal ions de la quest iorr  pr6cédente. et  orr  pose s = 
f  .4rgthl ;  on corrsidère

l ' l toutograplr ie.  Â = Ôrh s,r  o iDo.r-  .  C'al<'rr ler l r (sr )  et  / r(r t  ) t  en siupl losatrt ,  de plus. ( lue : t  el ,  ?z
a1r;rart iarrrrclr l  arr  r l isr l rre trrU 

#. 
t rrolr l , rer t lue .s < f t  

.

d l  t r lon t re r  q r re  /  es t  un iva len te  sur  le  d isque UrU 
* .

el  l ' . | r rr l icr  le cas où 6 = 0.

f l  I 'orrr  lorr l  ;  dc D1 on po$e

r ' ( : )  =  ( {+) 'ô  = exJr{ i6 l r r  v ( : ) )

{ù a r i té r ' r re au I l l loa).  f t lonlrer que Ir  est l rolourorphe dans l)1.  calctr ler lc sclrrvarzie ' t r  ,51 .  c l
r 'ôr i f i r . r  r lue I 'est univalente sur le disque ouvert  / )"  s i  at  seulenrent si  r  (  th f t .

2o) Otr rotrsidi ' re.  dans cette r ;uest ion. une fonct iorr  g appartenant à 5r

a l .  i l o t r l rc r  r ; r te  le  déve loppcnrent  de .g  en  sér ie  de  l ,auren l  es t  d t ' la  fo r tne .g( : )=  ]  *  i  , , , . - " .
r r= ( l

l\krrrlrcr r1rrr, lc ra.r'on <le ronvergence de l;r série Ë Orr" r,st au nroins égal à l.
n=0

'  
b l  S o i r  / ' ' a P p a r l o n a r r t â r , S . t e l t c q r r e  t ' ( 0 )  = 0 e l  l ' ' ( 0 )  =  | .  I \ l o l r t r e r ( l u e  g =  

+  
a P p a r l i l r r l  à

,Çs . Hn i'r'rivalrt lo rld.vr'loppolnc'nt do r; sorrs la fonrre indirlrri 'o à la quesf iorr précô<letrl.t.. calnrlor
l1 etr  f rrrrct iorr  r le .5r,  (0).

cJ  On i r r l ro r lu i t ,  l x ) r t r  lo r r t  r  appar lenant  à  l0 , l [ ,  les  e r rsernb les
l ' ,  =  l 9 l : )  /  l : l  -  r l  =  s (C , " ) .
[ ; , = l n ( : l I r < l . l  < l ] .
l ' . ' , =  l t t l : ) / t ) <  l . l  <  r )  = g ( f ) , . \ { 0 } ) .

Olr nole J le conrplôurcntaira dans C de l ' i r rrag,e dc r ; .
!\lorrlrr.r r;rto It',. csl ortvorl et rlto Â est fl.rtrrri.
N t< ln l ro r  t1 r r t "  I f  con t ion l  k 'co l r rp lô lner r la i re  t l ' r ru  d is r ;u r . ;  r ' r r  dér lu i re  quc  f , j , .U  A es l  l ro r r re i .
ï\lotrlrer que la frontii 're do E" U 5 est l ',. .

J t - : , t  l -  l . t l + l t l l
t - - r " - r 1 *  1 1 p - 1 , , i l '

Tournez la page S.V.P.
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_ 1
dJ ('alcrrler I ntr)gTtdt , h corcle Cl,. étarrt par(ouîu tlarrs le serr.q tlirect.

.lc,
eJ on note r ' ( r)  l 'a i re de l 'ensernble f- ' "  u a. Just i f ier l 'exist*rrr :e r le r .(r) .
fl On adnletfra. 'çclon le tû/nrônre de (,lreerr-Rienranlr appli<1ati à f.'. U A ef â sa liontiôre. l',..
qrre r'( rl peut sa calcrler à l'aida d'une intég,rale t,urr.il igne le long. rle [',. suiranl Ja fornru/c

r ' ( r )  -  l *  /  t ' , d y -  y d r y l  .
t z J l ' .  I

I \ l on t re r  que  r . ( r )=  s ( r )u . ( r ) ,  avec  s ( r . )  =  i l  e t  u r ( r )=  o ( r - t  - ,Ë  n lô , , l r r r ' , )  .

gl Etudier le sigrre de u:(r)et en déduire que e(r) = I porrr tout r.
X)

hJ lr lontrer que I nlônl2 ( I  .
t t=  I

30)

aJ Soit / appartenarrt à ,9 et a appartenant à D1 . On posr,

s1,y= *SJ:!U1{.J--
/(#+) I@l

I \ l .ntrer que g ost bien déf inie s 'r  / )1 \  {0} et  qu'el le agrpra,r t iant à,g1.

bJ Orr d6r 'eloppe g en sér ie de Laurenl.  sous la forrue g(s) = * *  Ë b,,2, ,  . l )x;rr i r rrer ô1 err
frrrrct i ' r r  r le n et Syft) .  

,=o

cl  [ ) l  déduiro que l 'ou a l .gr( :) l  (  ;  
6

('o*r pa rer ." ru.u ; ; ; u,,".'J"u,,' ; [îHf,, i::';:Ï Jt;r:i".


