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Premieére partie : Spectre des matrices positives.

Les notions de positivité, et de réductibilité pour les matrices, sont invariantes par
permutation des coordonnées. On s’autorisera donc de telles permutations pour se mettre
dans des situations plus faciles a décrire.

On utilisera la notation = < y, ou = et y sont des vecteurs de R", pour dire que
x; <y; pouri=1,...,n. Ceci définit une relation d’ordre (non total) sur R", compatible
avec ’addition, et préservée par multiplication a gauche par une matrice carrée positive.

1.

(a) On a z; = y; + Z?:1 a; ;y; > yi. Donc z; > 0 pour tout i, et si y; > 0, alors
z; > 0. Supposons que y a exactement p coordonnées nulles, 0 < p < n. On peut supposer
que ces coordonnées sont les p premieres : y1 = ... =y, =0, et yp41 >0,...,y, > 0. Si
21 = ... =z, = 0, c’est que pour tout couple 7,5 avec 1 < i <petp+1<j < n, on
a a;; = 0 et donc A est réductible contrairement a I’hypothese. En conclusion z est un
vecteur positif, et le nombre de ses coordonnées nulles est 0, ou est strictement inférieur au
nombre de coordonnées nulles de y (I’énoncé de la question est formulé incorrectement).

(b) Le résultat précédent entraine immédiatement que (I+ A)"~!(y) ne peut pas avoir
de coordonnée nulle.

(c) L’application du (b) au j-éme vecteur de la base canonique de C™ montre que la
j-eme colonne de (I + A)"~! a toutes ses coordonnées strictement positives.

2.

(a) Par définition, p < r(x) si et seulement si, pour ¢ = 1,...,n, on a x; = 0 ou
pzr; < (Ax);. Donc r(z) est le plus grand réel p tel que pz < Ax.

(b) La fonction (Ax);/x; est continue sur Q*, et 'inf de n fonctions continues est une
fonction continue.

(c)(i) L’image F du compact E par la fonction continue (I + A)"~! est compacte (et
bien siir non vide), et 1(b) montre qu’elle est contenue dans Q.

(c)(ii) Si px < Az, alors
p(I + Az = px + A(px) < Az + A’z = A(I + A)x

et donc r(z) < r((I+A)z). Siy = (I+A)" 'z, on obtient en itérant n—1 fois r(z) < r(y).
(c)(iii) La fonction = +— r(x), continue sur le compact F' (par (b) et (c)(i)), y atteint
sa borne supérieure r : r = r(w) pour un w € F. Par (c)(ii), » majore r(E). Comme on a
clairement r = r(w/||w||) et que w/||w|| € E, r est aussi le plus grand élément de r(FE).
On peut remarquer que r est aussi la plus grande valeur de r(z) pour x vecteur positif
non nul de R™. En effet il est clair que r(x) = r(z/||z||), et z/||z| appartient a E.

(c)(iv) Notons comme ci-dessus w un élément de F' tel que r(w) = r. On sait que w a
toutes ses coordonnées strictement positives, et pour montrer r > 0 il suffit de vérifier que
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Aw a toutes ses coordonnées strictement positives. Si ce n’est pas le cas, on peut supposer
que (Aw); = 0 et alors la premiére ligne de A est nulle, ce qui contredit I’hypothese que
A est irréductible.

(d) On sait que rz < Az. Si z n’est pas vecteur propre de A, de valeur propre r, alors
Az — rz est un vecteur positif non nul, et donc

At —rt=(A—r) (I + A" 2 =T+ A" YA -rl)z

a toutes ses coordonnées strictement positives par 1(b). Ceci entraine r(t) > r, ce qui est
impossible par définition de r vu que t € F.
(e) D’apres 2(d) on a Az = rz, d'ou (I + A)" "1z = (1 +r)""1z. Par 1(b) on obtient
que (1+7)""12 a toutes ses coordonnées strictement positives, et c’est aussi le cas pour z.
(f) De ay; = 377, a;,jy; on déduit |a [y;] < 377, ai;
a donc |a] <r(ys) <.

yj|, et donc |a| y+ < Ayy. On

(g) Soit y un vecteur propre de A de valeur propre r. Alors d’apres ce que nous venons
de voir r < r(y4+) < r, donc d’apres (d) y4 est vecteur propre de A de valeur propre r.
D’apres (e) y+ a toutes ses coordonnées strictement positives, et y n’a aucune coordonnée
nulle.

Soit maintenant z un autre vecteur propre de A de valeur propre r, et supposons qu’il
est linéairement indépendant de y. Alors z aussi n’a aucune coordonnée nulle. On peut
supposer y; = 21, quitte a multiplier z par une constante non nulle. Alors y — z est vecteur
propre non nul de A de valeur propre r, et sa premiere coordonnée est nulle : contradiction.

Comme on sait déja que r est valeur propre de A, la dimension du sous-espace propre
associé est 1.

3. Soit z le vecteur propre de A de valeur propre r qui appartient & E (il est unique par
2(g)); toutes ses coordonnées sont strictement positives.

Supposons qu’il existe un vecteur propre y > 0, linéairement indépendant de z. Soit
« la valeur propre associée a y. Puisque ay = Ay > 0, a est forcément un réel positif ou
nul, et on a a < r par 2(f) et (g)

On montre maintenant que toutes les coordonnées de y sont strictement positives.
Sinon, quitte a permuter les coordonnées on a y1 = ... =y, = 0et yp4p1 > 0,...,y, >0
avec 0 < p < n. On doit avoir (Ay); =... = (Ay)p, =0, dolta;; =0 pour 1 <i < pet
p+1 < j < n, ce qui est contradictoire avec I'hypothese que A est irréductible. (Remarquer
que ce raisonnement fournit une variante pour 2(e).)

Quitte a multiplier y par une constante strictement positive et a permuter les coor-
données, on peut supposer que z < y et que z; = y;. Alors

ayr = (Ay)1 > (Az)1 = rz1 = ruys,

d’ou a > r, ce qui est une contradiction.

4.
(a) Soit y un vecteur propre de B de valeur propre 7. De vy = By on obtient
|v| y+ < Ay, (avec la notation de 2(f)), et donc |y| < 7.
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(b) Si |y| = r, alors, comme ci-dessus, ry; < Ayy d’ou r(y;) = r. D’apres 2(d) et
(e), y+ est vecteur propre de A de valeur propre r, et il est strictement positif. Si B est
positive, on a aussi ry; < Byy, et donc Ay, < By,; vu que y4 est strictement positif,
ceci n’est possible que si B = A.

5. On sait déja d’apres 2(f) que |a| < r. Supposons |a| = r, et soit y un vecteur propre
de A de valeur propre a. Alors, comme en 4(b), y est un vecteur propre de A de valeur
propre 7, et on a

Ay =1yt = ()4 = (Ay)+-

On a donc
n n
Y anlyl =D a1yl
Jj=1 Jj=1

Vu que tous les a; ; sont strictement positifs, ceci n’est possible que si tous les y; ont méme
argument (modulo 27), c.-a-d. s’écrivent y; = pjele avec p; > 0. Alors y = ey, et donc
a=r.

6.
(a) Si A est réductible, alors quitte a permuter les coordonnées on a

B O
A —
ou B et D sont carrées, et on vérifie facilement par récurrence que

BP O
AP =
( Cp DP )
ou (), est une matrice de taille convenable; donc AP est réductible. Si AP est strictement
positive, AP est irréductible, et A aussi.

(b) Supposons |a| = r. On sait que a? est valeur propre de AP, et que rP est la valeur
propre positive de module maximal de AP. D’apres 5 on en déduit o = rP. Si a # r,
le sous-espace propre pour AP associé a la valeur propre rP contient la somme directe des
sous-espaces propres pour A associés aux valeurs propres « et r, et donc est de dimension
strictement supérieure a 1, ce qui est contradictoire avec 2(g). Donc o = r.

7.

(a) On commence par caractériser le fait que la matrice B est redondante ou décompo-
sable d’une maniere un peu plus maniable. On introduit les listes A et I d’indices de lignes
et de colonnes respectivement. Alors B est redondante ou décomposable si et seulement
s’il existe une permutation de A en A’UA”, et une permutation de T" en TV UT" (ici U note
la concaténation des listes) telles que ces permutations transforment la matrice B en

F/ 1‘\//
N|B|O| |
A// O B/I




que A’ et T” ne soient pas simultanément vides, de méme que A” et T”. (Remarquer que
B est redondante quand une de ces quatre listes est vide).

On va maintenant exprimer, sur le méme modele, le fait que la matrice C est réduc-
tible. Comme C' est symétrique, toute matrice obtenue par permutation des coordonnées
a partir de C sera encore symétrique. Dire que C est réductible équivaut a dire qu’il existe
une permutation de A en A’ UA”, et une permutation de I' en IV UT"” qui transforme

A/ F/ A// F”
A T AN O|B|O|O
O — O|B en I''B'lO|O|O| |
r|'B|O ANlO|O|0O|B"”
F// O O tB// O

avec A’ et TV non simultanément vides, de méme que A” et T'".
Il est clair maintenant que B est redondante ou décomposable si et seulement si C' est
réductible.

(b) Si B'B est réductible, on a une permutation de A en A; U Ay avec Ay et Ay tous
deux non vides, qui met B !B sous la forme

A A,
A AL O
Ay | O | As

Ceci nous dit que le produit scalaire de n’importe quelle ligne de B dans A avec n’importe
quelle ligne de B dans Ay est nul. Comme les coefficients de B sont des réels positifs ou
nuls, on en déduit une permutation de la liste des indices de colonnes I en I'y UT'5 de telle
sorte que les lignes de Ay (resp. Ay) n’aient des coefficients non nuls que dans les colonnes
de I'y (resp. I's). SiI'; ouT'; est vide, B est redondante, sinon elle est décomposable. Donc
si B est indécomposable, BB est irréductible; comme !B est également indécomposable,
!B B est irréductible.

Posons A = B'B. Puisque A est symétrique, toutes ses valeurs propres sont réelles,
et A est diagonalisable sur R. Toutes les valeurs propres de A sont positives ou nulles. En
effet, si € R™ est un vecteur propre de A, de valeur propre «, alors

alz|? ="'zAz = ||'Bz||* > 0.
Soit 7 la valeur propre maximale de A. Comme A est irréductible, on obtient d’apres 2(f)

que toutes les autres valeurs propres « vérifient 0 < o < r. On peut raisonner de la méme
facon pour 'BB.



Deuxieme partie : Algebres de matrices.

1.

(a) Un idéal bilatere J de M est un sous-groupe additif de M tel que pour tout = de
J et tous y,z de M, on a yxz € J. Si J est non nul, on peut choisir x # 0 dans J, avec
un coefficient z; ; # 0. Alors x;lel’inj,l = Fj; est dans J, et aussi la matrice identité
qui est la somme des Ej ;. De la on obtient J = M.

(b) Si x est dans le centre de M, on a E; jx = xF; j, ce qui entraine que z; ; = 0 si
i # j, et que x;; = x;;. Donc x est une matrice scalaire, et par ailleurs il est clair que
toute matrice scalaire est dans le centre de M.

2.

(a) On a Y i | E;; = 1, EZQZ = E;; et B;Fj; = 0sii # j. Ces relations se
transportent par p : chaque p(E; ;) est un projecteur de V, d’image V;, la somme des
p(E; ;) est 'identité, et si j # 4, V; est contenu dans le noyau de p(E; ;). Tout vecteur
v €V sécrit v = Z?Zl p(E;;)v ; par ailleurs si v = Z?Zl w; avec w; € Vi, on trouve
p(E;)v = p(E;;)w; = w;. Ainsi tout vecteur de V s’écrit de maniere unique comme
somme de vecteurs de V;, et V = @?:1 V.

(b) Si k # j, on a p(E; ;) p(Ek,k) = 0 parce que E; ;Ej , = 0, et donc p(E; ;) est nul
sur V..

Comme E;; = E;;E;;, 'image de p(F;;) est contenue dans V;. La restriction
p(E; j)|v, est un isomorphisme de V; sur V;, d’inverse p(E};;)|v,, parce que E; ;E;; = E; ;
et que Ej,iEi,j = E]’,j.

(c)(i) Le vecteur p(E; 1)ex est un vecteur non nul de V;. Comme les V; sont en somme
directe, la famille de ces vecteurs pour ¢ variant de 1 a n est libre, et elle forme une base
de l'espace Wy, qu’elle engendre; celui-ci est donc de dimension n.

(c)(ii) Par définition, W}, est 'ensemble des vecteurs de la forme p(y)ex ot y est une
matrice de M dont toutes les colonnes sauf la premiere sont nulles. Pour n’importe quelle
autre matrice  de M, le produit xy a encore la méme propriété, et donc p(x) envoie Wi
dans Wy.

(c)(ili) On a zE;1 = > 1, x;;jE;1 et donc
pr(2)(p(Ej)ex) = > xijp(Ein)er.
i=1

Ceci montre que la matrice de pi(x) dans la base de (c)(i) est .

(c)(iv) En mettant ensemble les bases des Wy, décrites au (c)(i), on obtient la réunion
des bases des V;, puisque les p(E; 1) induisent des isomorphismes de V; sur V;. Comme
ceci fait une base de V', c’est que V est la somme directe des Wj,.

(c)(v) La matrice de p(x) dans la base que ’on vient de former est la matrice diagonale
par blocs :

r 0 0
0 =« 0
0 T



Les blocs hors de la diagonale sont 0 par (c¢)(ii) et ceux sur la diagonale sont x par (c)(iii).

(d) On applique la question 2 avec V' = C™, et End(V) canoniquement isomorphe &
M, (C). Le résultat 2(c)(v) montre que p(z) = 0 entraine x = 0, et donc que p est injectif.
Le résultat 2(c)(iv) montre que m = nd, un multiple de n.

3.

(a) L’écriture matricielle par blocs de ’égalité p(z)A = Ap(x) nous donne que zA4; ; =
A; jx pour tout (7,7). Donc A commute avec p(M) si et seulement si les A; ; sont dans le
centre de M, c.-a-d. d’apres 1(b) si et seulement si les A; ; sont des matrices scalaires.

(b) Dans la situation ci-dessus, on pose 4, ; = a; ;I,,. L’application qui & une matrice
A commutant avec p(M) associe la matrice de coefficients a; ; est, d’apres les regles de
calcul par blocs sur les matrices, clairement un isomorphisme d’algebres avec unité de
p(M)" sur M.(C).

Appelons ¢ : M4(C) — End(V') le composé de I'isomorphisme inverse avec l'inclusion
dans End(V). On peut appliquer & o tous les résultats obtenus pour p, en inversant bien
sur les roles de n et d. En particulier, on sait que I’ensemble p(M)” des endomorphismes de
V' qui commutent avec p(M)" (I'image de o) est isomorphe a ’algebre de matrices M,,(C),
et donc de dimension n? comme espace vectoriel sur C. Comme il est clair que p(M)”
contient p(M), il doit étre égal a p(M).

4. Contrairement a ce que laisse penser 1’énoncé, les i; ne sont pas des morphismes
d’algebres avec unité car i;(1) = p; # 1. Les 7;, eux, sont bien des morphismes d’algebres
avec unité.

(a) Evident.

(b) L’élément (ay,...,a,,) est dans le centre de N si et seulement si chacun des a;
est dans le centre de A;, c.-a-d. si et seulement si chaque a; est une matrice scalaire. Le
centre de N est donc isomorphe a C™ comme algebre avec unité.

(c) Les seuls scalaires idempotents sont 0 et 1. Donc les idempotents centraux de
N sont les éléments dont les composantes sont soit 0 soit ;. Ce sont les sommes finies
de p; (y compris 0). On a une bijection de ’ensemble des idempotents centraux de N
sur ensemble des parties de {1,...,m} qui consiste & associer & un idempotent central p
’ensemble des j tels que la 7j(p) = I;. Si on définit, pour des idempotents centraux p et
q?
pMq=pq et pUqg=p+q-—pq,

alors cette bijection devient un isomorphisme d’algebres de Boole.

(d) 11 faut préciser par rapport a I’énoncé qu'un idempotent central minimal doit étre

non nul. Par la bijection entre idempotents centraux et parties de {1,...,m}, il est clair
qu'un idempotent central minimal correspond a une partie non vide minimale, c.-a-d. a un
singleton. Les idempotents centraux minimaux sont donc les p; pour j =1,...,m.

5.

(a) Le raisonnement pour les p;, en utilisant 4(a), est le méme que celui pour les E; ;
au 2(a).

(b) Si k # j, ypr = 0 et donc y agit par 0 sur Wj. Comme p;y = y, y envoie W dans
W;, et donc W; dans lui-méme.



(c) L’application p : A; — End(W;) est un morphisme d’algebres avec unité. La seule
chose a vérifier est que p envoie unité sur unité, et ceci est vrai parce que p; agit comme
I'identité sur W;. On peut donc appliquer tous les résultats de 2, en particulier 2(c)(v).

(d) Puisque les p; sont dans le centre de N, on a p(p;)C(N)p(p;) C C(N). Soit
u € C(N). Puisque u commute avec les p(p;) on a

m

> plpj)up(p) =u)_ p(p;)?* = u.

=1 j=1

Si on a une autre décomposition u = Z;nzl p(pj)ujp(p;) avec u; € C(N), en multipliant a
droite et a gauche par p(p;) on trouve p(p;)up(p;) = p(pj)u;p(p;). Au total C(N) est la
somme directe des p(p;)C(N)p(p;).

(e) p(pj) End(W)p(p;) s’identifie & End(W;) puisque p(p;) est un projecteur sur Wj,
et cette identification envoie p(p;)C(N)p(p;) sur p(A4;)". Ceci montre d’apres (d) que C(N)
est @-, p(4;)". On conclut grace a 3(b) que C(N) est isomorphe & @}, My, (C).

(f) Puisque C(N) contient les p(p;), tout élément u de C(N)' commute avec les
projecteurs p(p;) et se décompose donc de maniére unique comme u = z;n:l u;p; (avec un
petit abus de notation), ot u; est un endomorphisme de W; qui commute avec p(A4;)’, et
ceci montre que C(N) est @;nzl p(A;)". En utilisant la deuxieme partie de 3(b) on voit

que C(NY est @, p(4;) = p(N).

6.

(a)(i) g est la matrice d’un projecteur sur un sous-espace vectoriel V' de C", et qAq
est isomorphe & End(V') et donc a M,(C) ou p est la dimension de V. Le méme argument
vaut pour ¢Bg; en utilisant la description de 2(c)(v) on voit que le rang de p(q) est dp ou
d =m/n, et ¢Bq est isomorphe & Mg,(C).

(a)(il) Il est clair que qC(A)g commute a gAq. Le commutant de ¢Aq dans ¢Bgq
est isomorphe & M;(C) d’apres 3(b). En se plagant dans la situation de 3 on voit que
qC(A)q est de dimension d? sur C, et donc qC(A)q est le commutant de gAq dans gBq. 11
ressort aussi de cet argument que I’homomorphisme x — gqzq de C(A) sur ¢qC(A)q est un
isomorphisme.

(b)(i) On peut échanger les roles de A et de C(A) d’apres 3(b), et donc la remarque
que 'on vient de faire montre que si ¢ est un idempotent de C(A) alors x — gxq donne
un isomorphisme d’algebres avec unité de A sur qAgq.

(b)(ii) ¢Aq, qBq et qC(A)q sont respectivement isomorphes a des algebres de matrices
nxn, pnxpn et p X p respectivement. Le commutant de ¢Aq dans ¢Bgq est donc isomorphe
a une algebre de matrices p x p d’apres 3, et comme il contient visiblement qC(A)q, c’est
qC(A)q pour des raisons de dimension.

Troisieme partie : Normes des matrices a coefficients entiers.

1.
(a) Soient pq, ..., les racines de P. On a ay = ok (11, ..., 1), et donc ay est somme
de (é) termes tous de module inférieur ou égal & 1. Donc |ay| < (é)
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(b) Puisque les coefficients ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs d’apres
(a), I'ensemble des polynomes de U de degré | dont toutes les racines sont de module
inférieur ou égal a 1 est fini.

(c)(i) Les coefficients de P sont des polyndémes symétriques a coefficients entiers en
les racines p; de P, et donc ce sont des polynomes a coefficients entiers en les coefficients
ar. Ils sont entiers.

(c)(ii) Les racines u¥ de Py, sont de module inférieur ou égal & 1. D’apres (b), les Py
apartiennent a un ensemble fini. Il existe donc deux entiers strictement positifs j < k tels
que P; = Py,

(c)(iii) Soient j et k comme ci-dessus. On a donc une permutation 7 des indices
i€ {l,...,1} telle que ul = ,u'j(i). Si lorbite de 7 sous 7 a A éléments, on en déduit que

PR R 1 e1es s . . BN —52
w; = p; . Iy a deux possibilités : ou bien p; = 0, ou bien y;

racine de 'unité (I’énoncé oublie la possibilité de racines nulles).

(d) Sion pose Q(X) = X'P(X + %), alors @ est un polyndme a coefficients entiers de
degré 2[. Les racines de () sont des nombres complexes de module 1. En effet de y = x + %
on tire 22 — 2y + 1 = 0. Quand y est réel et dans [—2, 2], le discriminant y* — 4 est négatif
ou nul, et les deux solutions en x sont confondues ou complexes conjuguées, de produit 1.
Comme @ n’a pas de racine nulle, on peut déduire de (c) que les racines de ) sont des
racines de I'unité, de la forme €™ ot r est rationnel. Alors les racines de P sont de la
forme e*™" + =27 = 2 cos(27r).

=1, et donc p est une

(e)(i) w et p ont méme polynéme minimal sur Q, a savoir le polynéme cyclotomique
d’ordre n (le polynéme unitaire a coefficients entiers qui a pour racines les racines primitives
n-emes de I'unité, et qui est irréductible). Donc il existe un unique isomorphisme Q-linéaire
de Q(w) sur Q(p) qui envoie w sur p. Enfin, comme p est une puissance de w et vice-versa,

ona L = Q(w) = Q(p).

(e)(ii) Si P a la racine 2cos(27r§), alors (avec les notations de (d)), @ a la racine
e%r%, qui est une racine primitive g-eme de I'unité. Donc @ est divisible par le polynome
cyclotomique d’ordre g, et il a aussi pour racine e’ . Ainsi P a pour racine 2 cos(%ﬁ). En
fait cet argument montre que P a pour racine tous les 2 cos(?w%) ou p’ est premier avec
q.

(e)(iii) On sait déja, d’apres (d) et (e)(ii) et le fait que ni 2 ni —2 ne sont racines de
P, qu’il existe un entier ¢ > 2 tel que

max{|\;|, j=1,...,l} = max{2| COS(2W£)| , p premier avec ¢},
q

Si ¢ = 2¢ est pair, le maximum est atteint pour p = 1, il vaut 2cos(n/q¢’) et on a
nécessairement ¢’ > 3 car ce maximum doit étre non nul. Si ¢ = 2¢’ + 1 est impair, le
maximum est atteint pour p = ¢, et il vaut —2cos(27q’/(2¢' + 1)) = 2cos(7/q), avec
q = 3.

2.



(a) La norme d’un vecteur vaut le maximum des produits scalaires de ce vecteur avec
tous les vecteurs de norme 1, donc

IBIl = max{"yBz, |y| = ||=[l =1},

et ce maximum est bien atteint parce que x et y appartiennent a des compacts et que la
fonction (z,y) — 'yBx est continue. Comme ‘yBx = 'z *By, on voit immédiatement que

IB|l = |I'B].
y\ [ Bz
o (2)=(5)

Comme

on a, en posant z = (Z)

IC=211* = || B||” + I"Byll* < I1BI*=]I* + I*BI*lyl* = |1BII*||=]*.

On en déduit ||C]| < || B||, et on obtient ’égalité en choisissant pour z un vecteur de norme
1 tel que || Bz| = [|B| [|lz]| et que [*By| = [I*B| ||yl
La norme de B'B est le maximum des 'y’ B*By pour y et 3’ de norme 1. Si ce
maximum est réalisé par 'y’ B'By, il l'est aussi par ‘yB!By = ||!By||* et par ||!By’||?,
puisque l'on a
I*Byl> + |By/|2 — 2%/ B' By = |'Bly — o)|]* > 0.

Comme le maximum des ||* By||? pour y de norme 1 est ||’ B]|?, on a bien ||B!B|| = ||!B||?,
et de méme ||!BB| = || BJ|*.

(b) La matrice C' est symétrique, elle se diagonalise dans une base orthonormale, et
ceci rend clair le fait que ||B|| = ||C]| est la plus grande valeur absolue de valeur propre
de C. Si B est a coefficients entiers, C aussi et donc le polyndéme caractéristique P de C
est un polynome a coefficients entiers. Le maximum des valeurs absolues de racines de P
est || B||. Donc ou bien ||B|| > 2, ou bien B = 0 et || B|| = 2cos(%), ou bien d’apres 1 on a
|B|| = 2cos(%) ol g est un entier supérieur ou égal a 3.

Quatrieme partie : Indices d’inclusions.

1. Si z € C commute avec 7(B), il commute a fortiori avec 7(p(A)). Donc 7(B)’ est une
sous-algebre de (70 p(A))".

D’apres le 3 de la deuxieme partie, 7(B)’ (resp. (Top(A))’) est isomorphe & une algebre
de matrices de taille f/m (resp. f/n), et donc

(roptay sy = (Um) 2 (1Y <5,

2.

(a) Tout d’abord, p;q; € B; car B; = p;B. Puisque p; est dans le centre de B, on a
(piqj)2 = p%q? = piq;, donc p;q; est bien un idempotent de B;. Les p;q; pour j =1,...,s
sont des idempotents deux a deux orthogonaux de somme 1'unité de B;.
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(b) On a S;; = piqj Bipiq; et donc S;; est isomorphe a une algebre de matrices d’apres
le (a) et le 6 de la deuxieme partie.

L’application A; — S;; qui envoie x sur p;xp; = p;q;Tp;q; est un homorphisme
d’algebres avec unité, et est donc injectif d’apres le 2 de la deuxieme partie. Il induit
donc un isomorphisme de A; sur son image, qui est I2;;.

(c) On peut décrire \;; d'une autre facon. On identifie A; & End(U;) et B; a End(V;).
Alors p;q; est un projecteur de V; d’image V;;, et on a dlm(Vm) Aij dim(Uj). Ceci est clair
car V;; est nul si p;q; = 0, et sinon S;; s’identifie & End(V;;). On a de plus V; = @;Zl Vij-

Si la i-eme ligne de A% est nulle, alors p; = Z§:1 piq; = 0 et ceci n’est pas. De méme
la j-eme colonne de AJS% n’est pas nulle car g; # 0.

(d) On a Z(R) = @), ¢;Cq; et Z(S) = D;_, piCpi (voir le 4(b) de la deuxieme
partie). Un élément de Z(R) N Z(S) s'écrit de maniere unique Y 7, ¢;z; ot les z; sont
des nombres complexes, et aussi de maniére unique Y _;_; p;w; ol les w; sont des nombres
complexes. En multipliant par p; on obtient Z§:1 PiQ;%; = Piw;, et en lisant cette égalité
dans B; on obtient z; = w; chaque fois que \;; # 0. Donc Z(R) N Z(S) n’est pas réduit a
C si et seulement si on peut trouver deux partitions {1,...,7r} = C;UCs et {1,...,s} =
L, U Ly, aucun des Cy, Cy, L1, Lo n’étant vide, tel que \; ; = 0 quand ¢ € Ly et j € C,
ou quand 7 € Ly et j € (5, c.-a.-d. si et seulement si A% est décomposable. Vu que A% ne
peut pas étre redondante d’apres (c¢), on voit que A}% est indécomposable si et seulement
si Z(R)n Z(S) = C.

(e) On reprend les notations introduites au début de la réponse au (c). On identifie
T & @;,_, End(Wy), et on note r, V'image de lidentité de End(W},) dans T. Les images
des projecteurs rq;, Tapi, Thpiq; de Wy sont notées respectivement Wy, Wy ., Wp,;. On
a End(Why;) = rpq;Trrq; = Th; et End(W;,) = rppiTrpp; = Tj,. Les coefficients de
AL sont les N, tels que dim(W},) = X}, dim(V;). En appliquant le résultat du 6 de la
deuxieme partie au morphisme B; — T} . et a I'idempotent p;q; de B;, et en remarquant
que p;q;1},piq; = End(Wh;j), on obtient que dim(Wp;;) = A}, dim(V;;). Puisque Wj; =
Di—1 Whij, on a

dim(Wp,) Z Ay, dim(V; Z Apidij dim(Uj).

Ceci établit 'égalité AL = AZAL.

(f) Puisque R est contenu dans S il est clair que C(SS) est une sous-algebre de C(R).
Notons p;; les coefficients de la matrice d’indice pour l'inclusion de C(S) dans C(R).
D’apreés le 5 de la deuxieme partie, on a C(R) = @)_, ¢;C(R)g; et C(S) = @;_, piC(S)p;-
Si gjp; = 0, alors pj; = 0 = A;;. Sigjp; # 0, alors par définition dela matrice d’indice

tii = [q;piC(R)q;pi : ¢;p:C(S)q;pi) -

Comme ¢;p; est un idempotent non nul de C'(R), alors d’apres le 6(b) de la deuxieme
partie ¢;p;C(R)q;p; est le commutant de R;; = q;p; Rq;p; dans g;p;Fq;p;. Comme ¢;p; est
un idempotent non nul de S, alors d’apres le 6(a) de la deuxieme partie ¢;p; C(S)q;p; est le
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commutant de S;; = ¢;p;Sq;p; dans ¢;p;Fq;p;. Donc d’apres 1 on a p;; = [Si; : Rij| = Aij-
Au total, la matrice d’indice pour I'inclusion de C(S) dans C(R) est bien la transposée de
A3

3.

(a) Tout est clair; I'injectivité de A vient de z = A(x)1. De méme p est injectif.

(b) Endg(S) est le commutant de la sous-algebre p(R) dans F. Comme p(R) est
antiisomorphe & 'algebre R qui est une somme directe d’algebre de matrices, p(R) est
isomorphe a une somme directe d’algebre de matrices. En effet, il suffit de composer avec
I’antiisomorphisme de R sur elle-méme qui est induit par la transposition sur chacune des
algebres de matrices facteurs de R. D’apres le 5(e) de la deuxieme partie, Endr(S) est
isomorphe a une somme directe d’algebres de matrices. Il est clair que Endg(S) contient
A(S).

(c) Le commutant C(p(S)) de p(S) dans F' est A(S). L’inclusion A(S) C p(S) est
claire. Si f € F' commute a p(.5), alors

VeeS f(x)=flp(x)l) = p(x)f(1) = f(D)z = A(f(1))z,

et donc f = A(f(1)) € A(S). D’apres 2(f), la matrice d’indice pour l'inclusion de A(S)
dans Endpr(S) est la transposée de la matrice d’indice pour I'inclusion de p(R) dans p(5).
Comme p est un antihomomorphisme injectif, cette derniere matrice d’indice est la méme
que A3

4.

(a) D’apres 3(c) la matrice d’indice pour I'inclusion de Sox dans Sopy1 (resp. Saki1
dans Soii2) est A (resp ‘A). Donc d’apres 2(e) la matrice d’indice pour I'inclusion de Sy
dans Sy (resp. Sopi1) est (tAA)k (resp. A(tAA)k).

(b) L’hypothese que Z(R)NZ(S) = C entraine d’apres 2(d) que A est indécomposable.
D’apres le 7(b) de la premicre partie, si A = A'A ou 'AA, alors A est une matrice
irréductible symétrique a valeurs propres positives ou nulles, et telle que I’espace propre
associé a la plus grande valeur propre r soit de dimension 1.

(c) On sait d’apres la premiere partie que I’espace propre associé a la valeur propre
maximale r de A est engendré par un vecteur strictement positif z, que I'on peut prendre
de norme 1. Alors Py(y) = (y- z)z est un vecteur strictement positif car -z > 0. L’espace
propre Rz et son orthogonal z* sont stables par A, on a r = ||A]|, et il existe un réel
positif ou nul s < 7 tel que pour tout w € z* on a ||Aw|| < s||w|| ; on peut prendre pour s
la plus grande valeur propre de A apres r. On obtient ainsi

AF AF s\ *k
’ Ty~ Po(y)H = ‘ TATF (v — Po(y))H < (;) ly — Po(y)ll

. k
ce qui montre que H:?XW y converge vers Py(y).

(d) D’apres ce qui précede, comme Pyy est non nul, on sait que In || A*y|| — k In || A
converge vers In || Pyy||, donc 7 In || A¥Fy|| converge vers In || A|, et donc

li Ayl|* = ||A]| = ||A]?
k;rfooH yl|= = [JAll = [|A]7,
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la derniere égalité venant du 2(a) de la troisieéme partie.

(e) Considérons, comme dans 2, R = @_, End(U;) et S = D;_, End(V;). Soit g;
I'image de l'identité de U; dans R, p; I'image de 'identité de V; dans S. La dimension
de S est la somme des carrés des dimensions des V;. On avait vu au 2 que dim(V;) =
2;21 Aij dim(U;) ot les A;; sont les coefficients de la matrice d’indice A pour l'inclusion de

R dans S. Soit y le vecteur (strictement positif) des dim(U;). On a donc dim(S) = ||Ay||>.
On a de méme

dim(Szx) = [[("AN)*y|?
dim(Sop 41 = [[(A*A) Ayl .

Ces deux égalités et le (d) montrent que

. . % _ 2
m (dim(Sk))* = [|A[".

D’apres le 2 de la troisieme partie, et le fait que A n’est pas nulle, cette limite est soit de
la forme 4 cos?(7/q)ou g est un entier supérieur ou égal & 3, soit supérieure ou égale i 4.
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