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Agrégation Externe 1997 . Epreuve d’analyse
corrigé par J.C.Feauveau

I – Première partie

1. Soit P ∈ C∞
per(R

d, Rn). L’application x → Γ(P )(x) est un élément de C∞
per(R

d,Md(R)), à
valeurs dans l’espace des matrices symétriques.
Soit x ∈ Rd et h = (h1, . . . , hd) ∈ Rd. Il vient :

thΓ(P )(x)h =
∑

16i,j6d

hihj〈
∂P

∂xi
(x),

∂P

∂xj
(x)〉 =

∣∣∣∣∣∣ d∑
i=1

∂P

∂xi
(x)hi

∣∣∣∣∣∣2.
Il en résulte que Γ(P ) est une métrique si et seulement si pour tout (x, h) ∈ (Rd)2, h 6= 0, on
a dP (x)(h) 6= 0. Ce qui est équivalent à l’injectivité de dP (x) pour tout x ∈ Rd.

Pour que Γ(P ) soit une métrique, il est donc nécessaire d’avoir N > d. Supposons possible le
cas N = d et notons P = (P1, . . . , Pn) les fonctions coordonnées de P .
L’application P1 appartient à C∞

per(R
d, R), il existe donc x0 ∈ Rd en lequel P1 atteint son

maximum. On en déduit dP1(x0) = 0 et la non inversibilité de Γ(P )(x0), ce qui contredit
l’hypothèse.

2. Le choix a =
√

g s’impose naturellement. Il reste à trouver M de sorte que P soit 2π-périodique.
Le plus simple est :

M =
1
2π

∫ 2π

0

a(y)dy.

3. (a) Soit P : (x1, x2) → (sin(x1), cos(x1), sin(x2), cos(x2)). Il est clair que P ∈ C∞
per(R

2, R4)
et que pour tout x ∈ R2, Γ(P )(x) = I.

(b) Soit P une représentation de G en dimension 3 et x ∈ R2. Des égalités
〈 ∂P

∂x1
(x),

∂P

∂x1
(x)〉 = 1

〈 ∂P

∂x1
(x),

∂P

∂x2
(x)〉 = 0

〈 ∂P

∂x2
(x),

∂P

∂x2
(x)〉 = 1

on déduit que la famille
( ∂P

∂x1
(x),

∂P

∂x2
(x)

)
est orthonormale et se complète par N(x) en

une base orthonormée de R3. Par différentiation des égalités, on trouve que
∂2P

∂x1∂x2
(x),

∂2P

∂2x1
(x)

et
∂2P

∂2x2
(x) sont orthogonaux au plan engendré par

( ∂P

∂x1
(x),

∂P

∂x2
(x)

)
.

Il existe donc trois applications b, a1 et a2 (nécessairement dans C∞
per(R

2, R)) telles que :

∂2P

∂x1∂x2
= bN,

∂2P

∂2x1
= a1N et

∂2P

∂2x2
= a2N.



2

Par différentiation de N(x) =
∂P

∂x1
(x) ∧ ∂P

∂x2
(x), et avec la formule du double produit

vectoriel, on obtient : 
∂N

∂x1
(x) = −a1

∂P

∂x1
(x)− b

∂P

∂x2
(x)

∂N

∂x2
(x) = −b

∂P

∂x1
(x)− a2

∂P

∂x2
(x).

(c) Il vient successivement

∂3P

∂2x1∂x2
=

∂bN

∂x1
=

∂b

∂x1
N + b

∂N

∂x1

et
∂3P

∂2x1∂x2
=

∂a1N

∂x2
=

∂a1

∂x2
N + a1

∂N

∂x2
.

Pour tout x, la famille
( ∂P

∂x1
(x),

∂P

∂x2
(x), N(x)

)
est une base de R3, on en déduit donc

∂a1

∂x2
=

∂b

∂x1
et b2 = a1a2.

(d) P étant périodique, la fonction φ : x → 〈P (x), P (x)〉 atteint son maximum sur R2 en un

point du compact [0, 2π]2. En un tel point y, on a donc 〈 ∂P

∂x1
(y), P (y)〉 = 〈 ∂P

∂x2
(y), P (y)〉 = 0

et il en résulte P (y) = λN(y) avec λ ∈ R.

La matrice A = λ

(
a1(y) b(y)
b(y) a2(y)

)
est de déterminant nul et donc la forme quadratique

associée est dégénérée.
On développe alors φ à l’ordre 2 au voisinage de y :
φ(y1 + h1, y2 + h2) =∣∣∣∣∣∣P (y) +

∂P

∂x1
(y)h1 +

∂P

∂x2
(y)h2 +

∂2P

∂2x1
(y)h2

1 + 2
∂2P

∂x1∂x2
(y)h1h2 +

∂2P

∂2x2
(y)h2

2 + o(||h||2)
∣∣∣∣∣∣2

= φ(y) +
∣∣∣∣∣∣ ∂P

∂x1

∣∣∣∣∣∣2h2
1 +

∣∣∣∣∣∣ ∂P

∂x2

∣∣∣∣∣∣2h2
2+

2〈 ∂2P

∂2x1
(y)h2

1 + 2
∂2P

∂x1∂x2
(y)h1h2 +

∂2P

∂2x2
(y)h2

2, P 〉+ o(||h||2).

Or,
∣∣∣∣∣∣ ∂P

∂x1
(y)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ ∂P

∂x1
(y)

∣∣∣∣∣∣ = 1 par hypothèse. Il en résulte que la forme quadratique

q : (h1, h2) → 〈 ∂2P

∂2x1
(y), P 〉h2

1 + 2〈 ∂2P

∂x1∂x2
(y), P 〉h1h2 + 〈 ∂2P

∂2x2
(y)h2

2, P 〉h2
2

est définie négative.
On remarque alors que

q(h1, h2) = λ
(
〈 ∂2P

∂2x1
(y), N〉h2

1 + 2〈 ∂2P

∂x1∂x2
(y), N〉h1h2 + 〈 ∂2P

∂2x2
(y)h2

2, N〉
)
,

soit q(h1, h2) = (h1, h2)A
(

h1

h2

)
, ce qui contredit la dégénérescence de A.

En conclusion, la plus petite dimension dans laquelle G est représentable est 4.
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II – Seconde partie

1. Fixons f dans E tel que N0(f) < 1
4C .

Soient φ : E → E telle que φ(v) = B(v, v) + f , et u dans E tel que N0(u) 6 1
2C . Il vient

N0(φ(u)) < 1
2C et donc la restriction φ1 de φ à la boule fermée B(0, 1

2C ) est à valeurs dans
cette même boule. De plus, ∀(u, v) ∈ B(0, 1

2C )2,

N0(φ1(u)−φ1(v)) = N0(B(u, u)−B(v, v)) 6 N0(B(u, u− v))+N0(B(v, u− v)) 6
1
2
N0(u− v).

On peut donc appliquer le théorème du point fixe de Banach à φ1 : il existe un unique u dans
B(0, 1

2C ) tel que u = f + B(u, u). Cet élément s’obtient comme limite de toute suite du type
(φ(n)(u0))n∈N avec u0 ∈ B(0, 1

2C ).

2. Par hypothèse, f ∈ B0(0, 1
4C ) et f ∈ Ek pour un certain k. Pour tout entier n, notons

un = φ(n)(f).
La suite (un)n∈N est à valeurs dans Ek et N0(un−u) tend vers 0 quand n tend vers +∞. Pour
conclure à l’appartenance de u à Ek, il suffit de montrer que la suite (Nk(un))∈N est bornée.
On note que si 0 6 l 6 k, alors f ∈ El et que la suite (un)n∈N est bornée dans E0 par M0 = 1

2C .
De plus, N1(B(un, un)) 6 CN0(un)N1(un) + D1N0(un)2 et
N1(un+1) 6 N1(f) + CN0(un)N1(un) + D1N0(un)2 6 N1(f) + 1

2N1(un) + D1M
2
0 .

On pose alors a = N1(f) + D1M
2
0 . De N1(un+1) 6 a +

1
2
N1(un) on dduit alors pour tout n :

N1(un) 6 2a(1− 2−n) + 2−nN1(u0).

Il en résulte que (N1(un))n∈N est bornée. Supposons que (Nl(un))n∈N soit bornée pour l < k.
Alors, Nl+1(un+1) 6 Nl+1(f) + CM0Nl+1(un) + Dl+1(Nl(un))2.
On en déduit de même que (Nl+1(un))n∈N est bornée. Par une simple récurrence on conclu
que (Nk(un))∈N est bornée, et par suite que u appartient à Ek.

III – Troisième partie

1. L’galit est clairement vraie en dimension 1 et on suppose que c’est le cas en dimension d− 1.
Soit f : Rd → C une fonction Λ-périodique. La continuité de f et de ses sections ainsi que la
compacité des ensembles d’intégration permettent d’utiliser le théorème de Fubini :∫

X

f(x− y)dy =
∫

[−π,π]d−1

( ∫
[−π,π]

f(x1 − y1, . . . , xd − yd)dxd

)
dx1 . . . dxd−1

=
∫

[−π,π]d−1

( ∫
[−π,π]

f(x1 − y1, . . . , xd−1 − yd−1, xd)dxd

)
dx1 . . . dxd−1

=
∫

[−π,π]

( ∫
[−π,π]d−1

f(x1 − y1, . . . , xd−1 − yd−1, xd)dx1 . . . dxd−1

)
dxd

=
∫

[−π,π]

( ∫
[−π,π]d−1

f(x1, . . . , xd−1, xd)dx1 . . . dxd−1

)
dxd

=
∫

[−π,π]d
f(x)dx.

2. (a) Soit δ ∈]0, π[. Pour tout n,

In > 2
∫ δ/2

0

qn(t)dt > δqn(δ/2).
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D’où,

0 6
1
In

∫ π

δ

qn(t)dt 6
1
δ

( 2 + cos(δ)
2 + cos(δ/2)

)n

qui tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.
Il en résulte :

0 6
1
In

∫ π

−π

qn(t)dt− 1
In

∫ δ

−δ

qn(t)dt 6
2
δ

( 2 + cos(δ)
2 + cos(δ/2)

)n

qui tend vers 0 lorsque n tend vers +∞, d’où le résultat.

(b) La fonction f étant continue et périodique, elle est uniformément continue sur Rd. Pour
tout ε > 0, il existe donc δ ∈]0, π[ tel que :

∀(x, y) ∈ X2, ||x− y||∞ < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Ainsi, pour tout entier n et tout x ∈ Rd,

|fn(x)− f(x)| 6

∫
X

|f(x− y)− f(x)|pn(y)dy

6 2ε(2δ)d +
∫

X−[−δ,δ]d
|f(x− y)− f(x)|pn(y)dy

6 2ε(2δ)d + 2||f ||∞
( 2

In

∫ π

δ

qn(t)dt
)d

,

la convergence uniforme sur Rd de (fn) vers f en résulte.
Pour tout n, fn est un polynme trigonométrique. L’espace vectoriel des polynmes trigo-
nométriques est donc dense dans l’espace vectoriel des fonctions continues Λ-périodiques
pour la norme || ||∞.

(c) Si f est de classe Cr et k = (k1, . . . , kd) ∈ Nd avec [k] 6 r, le théorème de dérivation
sous le signe somme d’une intégrale dépendant d’un paramètre s’applique (les énoncés
classiques subsistent en dimension quelconque, la dmonstration la plus simple repose sur
le théorème de convergence dominée de Lebesgue). Pour tout n, il vient

∂[k]fn

∂k1x1 . . . ∂kdxd
(x) =

∫
X

∂[k]f

∂k1x1 . . . ∂kdxd
(x− y)pn(y)dy

et d’après la question précédente, la suite des termes
∂[k]fn

∂k1x1 . . . ∂kdxd
converge uni-

formément sur Rd vers
∂[k]f

∂k1x1 . . . ∂kdxd
.

3. En travaillant sur les composantes de G, on déduit que la suite (Gn) - convolution de G avec le
noyau pn - converge uniformément vers G, de même pour toutes les dérivées partielles. Pour
tout couple d’entiers positifs (n, m), on définit la fonction

x → Gn,m(x) = (
π

m
)d

∑
l∈Jd

m

Gn(
πl

m
)p(x− πl

m
).

Pour n fixé, (Gn,m)m∈N converge uniformément vers Gn, de même pour toutes les dérivées
partielles. On fixe ε > 0, il existe alors un couple (n, m) ∈ N2 tel que ||Gn,m −G||r < ε.

Après réindexation, les yj sont les
πl

m
et les µj sont les (

π

m
)dp(x− πl

m
).
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4. On effectue une réduction de Gauss sur A :

il existe v = (v1, . . . , vd) ∈ (Rd)d tel que A =
d∑

i=1

vi ⊗ vi.

Pour tout δ > 0, il existe vδ = (v1
δ , . . . , vd

δ ) ∈ Qd tel que ||v − vδ||∞ < δ.

Soit alors Aδ =
d∑

i=1

vi
δ ⊗ vi

δ, il vient :

||A−Aδ|| 6

d∑
i=1

||vi ⊗ vi − vi
δ ⊗ vi||+

d∑
i=1

||vi
δ ⊗ vi − vi

δ ⊗ vi
δ||.

qui tend vers 0 lorsque δ tend vers 0.
On remarque alors que pour tout δ > 0, il existe αδ ∈ N∗ tel que wδ = αδvδ ∈ (Zd)d. Pour

ε > 0 fixé, en prenant δ assez petit et en posant a(i) =
1
α2

δ

, l(i) = wi
δ il vient

||A−
d∑

i=1

a(i)l(i) ⊗ l(i)|| 6 ε.

5. Pour tout 1 6 i 6 d,
∂Pn

∂xi
(x) =

(∂rk

∂xi
(x)

1
n

cos(n < l(k), x >)− rk(x)l(k)
i sin(n < l(k), x >),

∂rk

∂xi
(x)

1
n

sin(n < l(k), x >) + rk(x)l(k)
i cos(n < l(k), x >)

)
16k6q

.

On en déduit,

〈∂Pn

∂xi
,
∂Pn

∂xj
〉 =

q∑
k=1

1
n2

∂rk

∂xi

∂rk

∂xj
+ r2

kl
(k)
i l

(k)
j .

D’où :

Γ(Pn) =
1
n2

( q∑
k=1

1
n2

∂rk

∂xi

∂rk

∂xj

)
16i,j6n

+
q∑

k=1

r2
kl(k) ⊗ l(k).

6. Compte tenu de la question 3, étant donné ε > 0 il existe D ∈ N, (y1, . . . , yD) ∈ XD et

(µ1, . . . , µD) ∈ C∞
per(R

d, R∗
+)D tels que |||G−

D∑
j=1

µjG(yj)|||r 6
ε

4
.

En choisissant
ε

4D max
16j6D

||µj ||∞
au lieu de ε dans la question 4, pour chaque G(yj) on dis-

pose d’une famille de réels strictement positifs (a(i)
j )16i6d et d’une famille d’éléments de L

(l(i)j )16i6d.
On remplace dans l’inégalité de la question 4, ce qui conduit à l’existence d’une famille
(a(i))16i6q d’éléments de C∞

per(R
d, R∗

+) et d’une famille (l(i))16i6q d’éléments de L telles que :

|||G−
q∑

j=1

a(i)l(i)|||r 6
ε

2
.

Pour 1 6 i 6 q, on pose alors ri =
√

a(i). Pour n assez grand, le terme || 1
n2

q∑
k=1

∂rk

∂xi

∂rk

∂xj
||r est

plus petit que ε
2 . Avec les notations de la question 5, il vient alors :

|||G− Γ(Pn)|||r 6 ε.
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IV – Quatrième partie

1. (a) Si p est un polynme trigonométrique, alors la suite (SNp) est stationnaire à partir d’un
certain rang, et

||p||20 =
∑
l∈L

|f̂(l)|2.

(b) On note ( , ) le produit scalaire sur C0(Rd, C) issu de forme polaire || ||20. Pour tout
f ∈ C0(Rd, C),

||f − Snf ||20 = ||f ||20 + ||SNf ||20 − 2(f, SNf) = ||f ||20 − ||SNf ||20.

(c) Soit f ∈ C0(Rd, C) et N ∈ N. Du théorème de projection, on déduit que le minimum de∣∣∣∣f − ∑
[l]6N

ale
i〈l,.〉∣∣∣∣

0
est obtenu pour al = f̂(l) pour tout l tel que [l] 6 N .

Soit alors ε > 0, il existe un polynme trigonométrique p tel que ||f − p||∞ 6 ε1/d. On en
déduit ||f − p||0 6 ε et donc ||f − SNf ||0 6 ε. D’après la question précédente, on conclu
que le terme

∑
l∈LN

|f̂(l)|2 tend vers ||f ||20 quand N tend vers +∞.

2. (a) Notons d’abord que f est continue en tant que limite uniforme de fonctions continues.
Pour N ∈ N fixé,

∑
l∈LN

(1 + [l])2s|f̂n(l)|2 tend vers
∑

l∈LN

(1 + [l])2s|f̂(l)|2 lorsque n tend vers

+∞.
Il en résulte l’appartenance de f à Hs et

∑
l∈L

(1 + [l])2s|f̂(l)|2 6 lim
n→+∞

||fn||s.

(b) Faisons une récurrence sur d.
Pour d = 1,

N∑
l=−N

1
(β + [l])α

6
1

βα
+ 2

∫ N

0

1
(β + x)α

dx.

Le membre de droite est majoré par
1

βα
+

2
(α− 1)βα−1

, lui-même infrieur
α + 1

(α− 1)βα−1
.

Supposons la formule établie jusqu’au rang d− 1 > 0 et plaons nous à l’ordre d.
Pour tout n ∈ N∗ on pose Ln

N = {l ∈ Zn, [l] 6 N}, il vient

∑
l∈Ld

N

1
(β + [l])α

=
N∑

k=−N

∑
l∈Ld−1

N

1
(β + k + [l])α

.

Et on applique l’hypothèse de récurrence :

∑
l∈Ld

N

1
(β + [l])α

6
α(α + 1)

(α− d + 2)(α− d + 1)

N∑
k=−N

1
(β + k)α−d+1

,

en utilisant le cas d = 1, ce dernier terme étant majoré par
α(α + 1)2

(α− d + 2)(α− d + 1)
1

βα−d
.

L’inégalité
α + 1

(α− 1)(α− d + 2)
6

1
(α− d)

est facile à établir pour d > 1, on peut donc

conclure à l’inégalité annoncée :∑
l∈LN

1
(β + [l])α

6
(α + 1)α

(α− d + 1)(α− d)
1

βα−d
.
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(c) Soit f ∈ Hs, de l’inégalité de Cauchy-Schwartz on déduit :∑
l∈LN

|f̂(l)| 6 ||f ||s
( ∑

l∈LN

1
(1 + [l])2s

)1/2

.

Puisque 2s > d, il vient
∑

l∈LN

|f̂(l)| 6 K(s)||f ||s, où l’on a posé K(s) =
2s(2s + 1)

(2s− d + 1)(2s− d)
.

A l’aide du critère de Cauchy uniforme, on en déduit la convergence uniforme de (SNf)
vers une limite g nécessairement continue. La suite des termes ||g−SNf ||0 converge donc
vers 0 et, d’après la question IV-1.c), il vient ||f − g||0 = 0. On conclu alors à g = f .
Pour tout x ∈ Rd, la suite de terme gnral SNf(x) conververge vers f(x). Il en rsulte

sup
x∈Rd

|f(x)| 6 K(s)||f ||s.

(d) Soit (fn) une suite de Cauchy de Hs. Alors (||fn||s) est bornée, de plus pour tout couple
d’entiers (n, m), ||fn − fm||∞ 6 K(s)||fn − fm||s. La suite (fn) converge uniformément
vers une limite f appartenant à Hs (d’après IV-2.a).
Pour m fixé, en considérant la suite (fm − fn)n∈N, on conclut que :

||fm − f ||s 6 lim
n→+∞

||fm − fn||s

ce qui assure la convergence de (fn) vers f : Hs est complet.

3. (a) Soit f ∈ Hs+1, 1 6 k 6 d et y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd. La convergence de
∑
l∈L

|f̂(l)|2(1 +

[l])2s+2 entraine celle de
∑
l∈L

l2k|f̂(l)|2(1 + [l])2s.

La série de fonctions

SN,k : xk →
∑

l∈LN

f̂(l)e−i(y1l1+...+yk−1lk−1+xklk+yk+1lk+1+...+ydld)

converge normalement vers xk → f(y1, . . . , yk−1, xk, yk+1, . . . , xd). De même, la série des
dérivées termes à termes

xk →
∑

l∈LN

−ilkf̂(l)e−i(y1l1+...+yk−1lk−1+xklk+yk+1lk+1+ydld)

converge normalement.
Il en résulte l’existence en tout point d’une dérivée partielle de f par rapport à k, de plus
:

∀k ∈ {1, . . . , d}, ∀x ∈ Rd,
∂f

∂xk
(x) =

∑
l∈L

−ilkf̂(l)e−i〈l,x〉.

Cette dernière somme est continue par rapport à x comme limite uniforme de fonctions

continues. On en déduit que
∂f

∂xk
appartient à Hs et :

∣∣∣∣∣∣ ∂f

∂xk

∣∣∣∣∣∣2
s

=
∑
l∈L

l2k|f̂(l)|2(1 + [l])2s 6 ||f ||2s+1.
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(b) Pour l’appartenance de f à Hr, il suffit de prouver la convergence de
∑
|f̂(l)|2(1 + [l])2r.

Pour α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd notons fα =
∂[α]f

∂α1x1 . . . ∂αdxd
. Supposons que [α] = r,

fα est continue et la suite (||SNfα||20)N∈N est bornée. Il en résulte la convergence de∑
l∈L

|f̂(l)lα1
1 . . . lαd

d |2 et par suite, celle de

∑
α / [α]=r

∑
l∈L

|f̂(l)lα1
1 . . . lαd

d |2 =
∑
l∈L

|f̂(l)|2(l21 + . . . + l2d)
r.

la convergence de (
∑

l∈LN

|f̂(l)|2(1 + [l])2r)N∈N en résulte : f appartient à Hr.

De plus, il existe M(r, d) > 0 tel que

||f ||2r 6 ||f ||20 + M(r, d)
∑
l∈L

|f̂ |2(l21 + . . . + l2d)
r,

enfin il existe M ′(r, d) > 0 tel que∑
l∈L

|f̂ |2(l21 + . . . + l2d)
r 6 M ′(r, d)

∑
l∈L

|f̂ |2(l2r
1 + . . . + l2r

d ).

En posant C(r) = Max(1,M(r, d)M ′(r, d)), il vient

||f ||2r 6 C(r)
(
||f ||20 +

d∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ ∂rf

∂rxj

∣∣∣∣∣∣2
0

)
.

(c) De ce qui précède, on déduit facilement que l’intersection des espaces Hs, s > d/2, est
exactement C∞

per(R
d, C).

4. (a) Si u ∈ Hs+2, alors u est de classe C1. De plus, pour 1 6 j 6 d,
∂u

∂xj
appartient à Hs+1

et est donc de classe C1. Il en résulte que u est de classe C2.
Pour l ∈ L, il vient ∆̂u(l) = −||l||2û(l), et∑

l∈LN

|∆̂u(l)|2(1 + [l])2s 6
∑

l∈LN

|û(l)|2(1 + [l])2s+4 6 ||u||2s+2.

∆u étant continue, on en déduit que ∆u ∈ Hs.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz conduit à (1 + [l])2 6 (d + 1)(1 + ||l||2) et donc

||u||s+2 =
( ∑

l∈L

|û(l)|2(1 + [l])2s+4
)1/2

6 (d + 1)||u−∆u||s.

L’inégalité ||u−∆u||s 6 ||u||s+2 est immédiate.

(b) L’injectivité de u → u−∆u de Hs+2 dans Hs résulte des inégalités précédentes. Soit alors
v ∈ Hs. On sait que ∀x ∈ Rd on a v(x) =

∑
l∈L

û(l)ei〈l,x〉 (au sens de la limite de SNv).

Pour tout l ∈ L, on pose αl =
v̂(l)

1 + ||l||2
. La somme

∑
l∈L

|αl|2(1 + [l])2s+4 existe du fait

que v appartient à Hs. On en déduit l’existence et la continuité de u : x →
∑
l∈L

αle
i〈l,x〉.
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De plus, pour tout l, û(l) = αl (interversion des signes d’intégration et de sommation), il
en résulte que u appartient à Hs+2 et par un calcul simple u−∆u = v.
En conclusion, u → u − ∆u est une bijection de Hs+2 sur Hs. D’après la question
précédente, il s’agit même d’un homéomorphisme.
L’image de C∞

per(R
d, C) par cette application est contenue dans C∞

per(R
d, C). Réciproquement,

si v ∈ C∞
per(R

d, C), alors d’après ce qui précède, u : x →
∑
l∈L

v̂(l)
1 + ||l||2

ei〈l,x〉 appartient à

l’intersection des Hs, c’est à dire à C∞
per(R

d, C).

5. (a) Soient (cl)l∈L et (dl)l∈L deux familles de C presques nulles. Il vient successivement :∑
l∈L

∣∣ ∑
k∈L

cl−kdk

∣∣2 6
∑
l∈L

(
(
∑
k∈L

|cl−k|)
∑
k∈L

|cl−k||dk|2
)

6 (
∑
k∈L

|ck|)
∑
l∈L

|cl−k||dk|2

6 (
∑
k∈L

|ck|)
∑
l∈L

∑
k∈L

|ck||dl|2

6 (
∑
k∈L

|ck|)2
∑
l∈L

|dl|2.

(b) f et g étant deux polynmes trigonométriques, un calcul simple donne :

∀l ∈ L, (̂fg)(l) =
∑
k∈L

f̂(k)ĝ(l − k).

(c) On remarque d’abord que pour k et l dans L, [l] 6 [k] + [l − k]. De plus, si a et b sont
deux réels positifs, alors (a + b)2s 6 22s(a2s + b2s). Il vient

||fg||2s 6 22s
∑
l∈L

∣∣ ∑
k∈L

f̂(k)ĝ(l − k)
∣∣2[(1 + [k])2 + (1 + [l − k])2s

]
d’où

||fg||2s 6 22s
( ∑

l∈L

|ĝ(l)|
)2 ∑

k∈L

|f̂(k)|2(1 + [k])2s + 22s
( ∑

l∈L

|f̂(l)|
)2 ∑

k∈L

|ĝ(k)|2(1 + [k])2s

et on en déduit
||fg||2s 6 22s+1||f ||2s||g||2s.

(d) Soient f et g dans Hs. Le produit fg est donc continu. Fixons N ∈ N. La suite de
fonctions définie par hn = (SNf)(Sng) converge uniformément vers (SNf)g. Par ailleurs,
pour tout n, ||hn||s 6 C(s)||f ||s||g||s. Il rsulte de la question IV - 2.a) :

||(SNf)g||s 6 lim
n→+∞

||hn||s 6 C(s)||f ||s||g||s.

Ainsi, (||(SNf)g||)N∈N est bornée et ((SNf)g)N∈N converge uniformément vers fg. On
en déduit de mme que fg appartient à Hs et

||fg||s 6 C(s)||f ||s||g||s.

6. (a) Soit donc m0 > 0 et m ∈ R. Pour m 6 0, l’inégalité recherchée est triviale en posant
D(m) = 0, on suppose à présent m > 0.
Posons a = (1 + b)t, et donc 0 < t < 1. L’inégalité cherchée s’écrit

(1 + b)m(1 + t)m 6 2m0(1 + b)m + D(m)(1 + b)mt2
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ce qui est équivalent à
(1 + t)m 6 2m0 + D(m)t2.

Si m 6 m0, on peut imposer D(m) = 0 puisque 0 < t < 1.

Si m > m0, l’étude de φ(t) = 2m0 +D(m)t2− (1+ t)m montre que D(m) =
2m

(2m0/m − 1)2
convient.
Cette inégalité peut se symétriser : pour tout couple (a, b) de réels positifs, on a

(1 + a + b)m 6 2m0((1 + a)m + (1 + b)m) + D(m)((1 + b)m−2a2 + (1 + a)m−2b2).

(b) On suppose tout d’abord s > s0 + 2.
Soient f et g dans Hs. Il vient

||fg||2s 6
∑
l∈L

∣∣∣ ∑
k∈L

f̂(l − k)ĝ(k)
∣∣∣2(1 + [k] + [k − l])2s.

On applique alors l’inégalité de la question précédente :

||fg||2s 6 22s0
∑
l∈L

∣∣∣ ∑
k∈L

f̂(l − k)ĝ(k)
∣∣∣2((1 + [k])2s + (1 + [k − l])2s)+

D(2s)
∑
l∈L

∣∣∣ ∑
k∈L

f̂(l − k)ĝ(k)
∣∣∣2((1 + [k])2s−2(1 + [k − l])2 + (1 + [k − l])2s−2(1 + [k])2

)
.

Le premier terme se majore aisément par :
2s0

∑
k∈L

|ĝ(k)|2(1 + [k])2s
( ∑

k∈L

|f̂(l)|
)2 + 2s0

∑
k∈L

|f̂(k)|2(1 + [k])2s
( ∑

k∈L

|ĝ(l)|
)2

6

A0(||g||2s||f ||2s0
+ ||f ||2s||g||2s0

)

où l’on a posé A0 = 2s0K(s)
∑
k∈L

1
(1 + [k])2s0

.

Quant au second terme, il est majoré par :

||g||2s−1

∣∣∣ ∑
k∈L

|f̂(k)|(1 + [k])
∣∣∣2 + ||f ||2s−1

∣∣∣ ∑
k∈L

|ĝ(k)|(1 + [k])
∣∣∣2,

lui-même majoré par :

(||g||2s−1||f ||2s−1 + ||f ||2s−1||g||2s−1)
∑
k∈L

1
(1 + [k])2(s−2)

.

La dernière somme étant finie puisque s− 2 > s0.
On en déduit l’existence de réels A > 0 et B(s) > 0 tels que pour tout f , g dans Hs on
ait :

||fg||s 6 A(||f ||s0 ||g||s + ||f ||s||g||s0) + B(s)||f ||s−1||g||s−1.

On suppose à présent que s0 6 s 6 s0 + 2. Comme précédemment, si a et b sont deux
réels positifs, il est facile d’établir :

(1 + a + b)2s 6 22s((1 + a)2s + (1 + b)2s) 6 22s0+4((1 + a)2s + (1 + b)2s).

En suivant la procédure ci-dessus, il vient :

||fg||s 6 22s0+4
∑
l∈L

1
(1 + [k])2s0

(||f ||s0 ||g||s + ||f ||s||g||s0).

En choisissant la constante A correctement, on peut donc imposer B(s) = 0 lorsque
s 6 s0 + 2.
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V – Cinquième partie

1. Soit F : Rp → Rq une application de classe C∞ libre et P : Rd → Rp de classe C∞ ayant en
tout point une différentielle injective.
Pour tout x ∈ Rd, 1 6 k 6 d et 1 6 l 6 d il vient :

∂FoP

∂xk
(x) =

p∑
i=1

∂F

∂yi
(P (x))

∂Pi

∂xk
(x),

et
∂2FoP

∂xl∂xk
(x) =

p∑
i=1

∂F

∂yi
(P (x))

∂2Pi

∂xl∂xk
(x) +

p∑
i=1

p∑
j=1

∂Pi

∂xk
(x)

∂Pj

∂xl
(x)

∂2F

∂yj∂yi
(P (x)).

Pour un x donné, on forme la combinaison linéaire nulle :

d∑
k=1

αk
∂FoP

∂xk
(x) +

d∑
l=1

d∑
k=1

βl,k
∂2FoP

∂xl∂xk
(x) = 0.

Les coefficients des vecteurs
∂2F

∂yj∂yi
(P (x)) fournissent le système d’équations :

d∑
l=1

d∑
k=1

βl,k
∂Pi

∂xk
(x)

∂Pj

∂xl
(x) = 0, 1 6 i, j 6 p.

En introduisant la matrice B = (βl,k)16l,k6d, cela s’écrit :

∀(i, j) ∈ {1, . . . , p},
(∂Pj

∂x1
(x) . . .

∂Pj

∂xd
(x)

)
B


∂Pi

∂x1
(x)

...
∂Pi

∂xd
(x)

 = 0.

La différentielle de P au point x est injective, la famille de vecteurs




∂Pi

∂x1
(x)

...
∂Pi

∂xd
(x)




16i6p

est

donc de rang d, d’o B = 0. Il s’en suit immédiatement que α1 = . . . = αd = 0 et que FoP est
libre.

Pour l’application F considérée dans la question et pour tout y ∈ Rp, le système

p∑
i=1

ai
∂F

∂yk
(y) +

∑
16i6j6p

bi,j
∂2F

∂yj∂yi
(y) = 0

est triangulaire inférieur avec des 1 sur la diagonale : F est libre.
On défini alors une application P : Rd → R2d en posant P (x1, . . . , xd) =

(
(cos(xk), sin(xk)

)
16k6d

.
Il est facile de vérifier l’injectivité de dP (x) en tout point x et donc P0 = FoP est un élément
libre de C∞

per(R
d, Rd(2d+3)).

2. Soient Q1 et Q2 des éléments de C∞
per(R

d, RN ). Pour 1 6 i, j 6 d, un calcul donne
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Ri,j(Q1, Q2) = 〈∂Q1

∂xi
,
∂Q2

∂xj
〉 −

d∑
k=1

〈 ∂2Q1

∂xk∂xi
,

∂2Q2

∂xk∂xj
〉+ 〈 ∂2Q1

∂xj∂xi
,∆Q2〉+ 〈∆Q1,

∂2Q2

∂xi∂xj
〉.

On a une somme fini de terme du type

∂Q1,α

∂xl

∂Q2,β

∂xr
,

∂2Q1,α

∂xl∂xk

∂Q2,β

∂xr
, et

∂2Q1,α

∂xl∂xk

∂2Q2,β

∂xr∂xs
.

D’après la partie IV, chacun de ces termes est majoré en norme || ||s−2 par une constante
(dépendant de N , s et d) que multiplie ||Q1||s||Q2||s.
Bien entendu, lorsque Q1 et Q2 sont éléments de (Hs)N , et s > (d/2) + 2, alors Q1 et Q2 sont
de classe C2 et ce qui précède est conservé. Il existe alors une constante C1(s) > 0 qui dépend
de d, N et s telle que :

∀Q1 ∈ (Hs)N , ∀Q2 ∈ (Hs)N , ||Ri,j(Q1, Q2)||s−2 6 C1(s)||Q1||s||Q2||s.

3. Soit H ∈ C∞
per(R

d,Md(R)) et Q ∈ C∞
per(R

d, RN ) une solution de (S).
Par un calcul obscur,

de 〈∂P0

∂xi
, Q〉 = D−1〈∂P0

∂xj
〉,∆Q〉 on déduit

∂

∂xj
D〈∂P0

∂xi
, Q〉 =

∂

∂xj
D〈 ∂Q

∂xi
,∆Q〉.

D’où, 2D〈 ∂2P0

∂xi∂xj
, Q〉 =

∂

∂xj
〈 ∂Q

∂xi
,∆Q〉+

∂

∂xi
〈∆Q,

∂Q

∂xj
〉 −D〈∂P0

∂xi
,
∂Q

∂xj
〉 −D〈 ∂Q

∂xi
,
∂P0

∂xj
〉.

Or, 2D〈 ∂2P0

∂xi∂xj
, Q〉 = −D(Hi,j) + Ri,j(Q,Q), et il en résulte

D(Hi,j) = Ri,j(Q,Q)− ∂

∂xj
〈 ∂Q

∂xi
,∆Q〉 − ∂

∂xi
〈∆Q,

∂Q

∂xj
〉+ D〈∂P0

∂xi
,
∂Q

∂xj
〉+ D〈 ∂Q

∂xi
,
∂P0

∂xj
〉

qui vaut D〈 ∂Q

∂xi
,
∂Q

∂xj
〉+ D〈∂P0

∂xi
,
∂Q

∂xj
〉+ D〈 ∂Q

∂xi
,
∂P0

∂xj
〉.

L’application D induit une bijection de C∞
per(R

d, RN ) sur lui-même, on déduit l’égalité

H = Γ(Q) +
(
〈∂P0

∂xi
,
∂Q

∂xj
〉
)

16i,j6d
+

(
〈 ∂Q

∂xi
,
∂P0

∂xj
〉
)

16i,j6d
.

Et donc :

Γ(P0 + Q) = Γ(P0) + Γ(Q) +
(
〈∂P0

∂xi
,
∂Q

∂xj
〉
)

16i,j6d
+

(
〈 ∂Q

∂xi
,
∂P0

∂xj
〉
)

16i,j6d
= Γ(P0) + H.

4. Pour tout x ∈ Rd, la famille {∂P0

∂xi
(x), 1 6 i 6 d} ∪ { ∂2P0

∂xi∂xj
(x), 1 6 i 6 j 6 d} est une base

de V (x) que l’on munit de la restriction du produit scalaire usuel de RN . Cette famille s’ortho-
normalise par le procédé de Schmidt en {ei(x), 1 6 i 6 d} ∪ {eij(x), 1 6 i 6 j 6 d}. Compte
tenu du procédé, il est clair que ces fonctions sont de classe C∞ et que le passage d’une famille
de fonctions à l’autre d’effectue par des matrices elles aussi de classes C∞.
Pour tout x, on écrit

Q(x) =
d∑

k=1

〈Q, ek(x)〉ek(x) +
∑

16k6l6d

〈Q, ekl(x)〉ekl(x).
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Pour tout 1 6 k 6 d, il existe donc deux familles (ai,k)16i6d et (aij,k)16i6j6d de fonctions de
classes C∞ telles que pour tout x,

〈Q, ek(x)〉 =
d∑

i=1

ai,k(x)〈Q,
∂P0

∂xi
(x)〉+

∑
16i6j6d

aij,k(x)〈Q,
∂2P0

∂xi∂xj
(x)〉.

De même pour 〈Q, ekl(x)〉.
En utilisant le système (S), on en déduit l’existence d’une fonction H̃ ∈ C∞

per(R
d, RN ) indépendante

de Q (ne dépendant que de H et de P0 par l’intermdiaire des vecteurs ek et ekl) et d’une forme
bilinéaire B de (Hs)N × (Hs)N à valeurs dans (Hs)N telles que

Q = H̃ + B(Q,Q),

où B(Q1, Q2) est une somme finie de termes du type :

D−1
(
Ai

(
〈∂Q1

∂xi
,∆Q2〉+ 〈∂Q2

∂xi
,∆Q1〉

)
ei

)
pour 1 6 i 6 d,

et
D−1

(
AijRij(Q1, Q2)eij

)
pour 1 6 i 6 j 6 d,

les applications à valeurs réelles Ai et Aij étant de classe C∞. D’après la partie IV, (et compte
tenu des questions IV-4.a et V-2) il existe une constante C2(s) telle que :

∀(Q1, Q2) ∈ (Hs)N × (Hs)N , ||B(Q1, Q2)||s 6 C2(s)||Q1||s||Q2||s.

5. Pour tout entier k, on pose Ek = (Hs0+k+2)N , et pour Q ∈ Ek, Nk(Q) = ||Q||s0+k+2.

On va montrer que les hypothèses émises à la questions II-1 sont vérifiées ici.

Soit (un) ∈ EN
k et u ∈ E0 tels que (Nk(un))n∈N soit borné et N0(un − u) tende vers 0 quand

n tend vers +∞.

Pour tout l ∈ L, la suite (ûn(l)) converge vers û(l). De plus, il existe M > 0 tel que pour tout
n on ait

∑
l∈L

|ûn(l)|2(1 + [l])2(s0+k+2) 6 M .

On en déduit que pour tout entier N ,
∑

l∈LN

|û(l)|2(1 + [l])2(s0+k+2) 6 M et par suite u appar-

tient à Ek (u est continue car dans E0).

Pour tout entier k ∈ N∗ on a s0 + k + 2 > d/2 + 2 et pour tout u ∈ Ek il vient

Nk(B(u, u)) 6 C2(s0 + k + 2)Nk(u)2.

D’après le raffinement (2) de la question IV-6.b, il existe Ã > 0 indépendant de k et B̃(k) tels
que pour tout u et v dans Ek on ait

Nk(B(u, v) 6 Ã(N0(u)Nk(v) + Nk(u)N0(v)) + B̃(k)Nk−1(u)Nk−1(v).

D’où le résultat escompté en prenant u = v, puis en appliquant le résultat de la question II-2.

6. Notons tout d’abord que si G1 = Γ(P1) et G2 = Γ(P2) sont deux métriques de dimension d
représentables en dimension N1 et N2 respectivement, alors G1 + G2 est représentable (mais
pas G1 − G2 en général). En effet, soit P : Rd → RN1 × RN2 , qui à x associe (P1(x), P2(x)),
on vérifie que G1 + G2 = Γ(P ).
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Soit alors G = (Gij)16i,j6d une métrique quelconque de dimension d. Par compacité, il existe
t > 0 tel que G− tG0 soit encore une métrique de dimension d.

Par densit, il existe alors H = (Hij)16i,j6d ∈ C∞
per(R

d,Md(R)) tel que G − tG0 + H soit
représentable en une certaine dimension N ′ et sup

16i,j6d

||Hij ||s0+2 6 tε0 (le ε0 de la question

prcdente). Il en résulte que tG0 − H est représentable en dimension N , et par conséquent
G = (G− tG0 + H) + (tG0 −H) est représentable en dimension N + N ′.


