Agrégation Externe 1997 . Epreuve d'analyse

corrigé par J.C.Feauveau

I — Premiére partie

1. Soit P € €. (R% R™). L’application z — I'(P)(x) est un élément de ng’r(Rd Mqy(R)), a

per
valeurs dans ’espace des matrices symétriques.

Soit z € RY et h = (hy,...,hg) € R 11 vient

= T his(GEe, e - |3 e

1<i,j<d

Il en résulte que I(P) est une métrique si et seulement si pour tout (x,h) € (R%)2, h # 0, on
a dP(z)(h) # 0. Ce qui est équivalent & I'injectivité de dP(z) pour tout z € RY.

Pour que T'(P) soit une métrique, il est donc nécessaire d’avoir N > d. Supposons possible le

cas N = d et notons P = (P, ..., P,) les fonctions coordonnées de P.
L’application P; appartient a ngr(Rd R), il existe donc zg € R? en lequel P; atteint son

maximum. On en déduit dP;(xz¢) = 0 et la non inversibilité de T'(P)(x¢), ce qui contredit
I’hypothese.

2. Le choix a = ,/g s’impose naturellement. Il reste a trouver M de sorte que P soit 27-périodique.
Le plus simple est :

1

27
M= — .
o /0 a(y)dy

3. (a) Soit P : (x1,22) — (sin(x1),cos(xy), sin(xa),cos(xz)). Il est clair que P € CI?ST(R2 R
et que pour tout z € R?, T(P)(z) = 1.

(b) Soit P une représentation de G en dimension 3 et 2 € R?. Des égalités

opr oprP

? T 7%562(17» =0
P P
<6Tch’87x2(x)> 1

P P
on déduit que la famille (g—(x), %(x)) est orthonormale et se complete par N(x) en
it X2
o?P o?pP

8$13l‘2 (.’E), (9232‘1 (x)

une base orthonormée de R®. Par différentiation des égalités, on trouve que
OP oP

—(x), — () ).
0x1 (z) Ozo ( )>

1l existe donc trois applications b, a; et as (necessalrement dans Cpg, (R R?,R)) telles que :

2

et sont orthogonaux au plan engendré par (

77, ")

0*pP 0%pP 0%pP
6$18$2 ’ 82$1 “ ¢ 62-732 =




P P
Par différentiation de N(x) = 887(35) A %(w), et avec la formule du double produit
vectoriel, on obtient : ' ’
ON oP oP
N P P
sz( ) —53761(35) - aQaT:g(x)

Il vient successivement

B3P ObN 0b b ON

Pa10zs Oz oz om

et
83P 8a1N 8a1 ON
- =N
8233181?2 8132 31‘2 + “ 8.172
P P
Pour tout z, la famille (8—(90), 8—(9&), N(J;)) est une base de R*, on en déduit donc
8.%1 8562
aal ob
axQ aixl et b = ai1as.

P étant périodique, la fonction ¢ : & — (P(x), P(x)) atteint son maximum sur R? en un
P
point du compact [0, 27r]2. En un tel point y, on a donc <a—(y), Py)) = (g—(y)7 P(y)=0
T Z2
et il en résulte P(y) = AN(y) avec A € R.

La matrice A = \ <a1(y) b(y) ) est de déterminant nul et donc la forme quadratique
b(y) a2(y)

associée est dégénérée.
On développe alors ¢ a 'ordre 2 au voisinage de y :
d(y1 + hi,y2 + ho) =

oP opP 2P, ) N
[Pw) + G @+ 5 Wb+ (k2 +2m<y>h1h2+82—m<y>h2+o<nh\| )|

2
= o)+ [|5- | 2+ || 5 23
92p 92p 9P
hihs + ——(y)h2, P hl[?).
ale(y) T+ (%laxz(y) 1 2+82$2(y) 2, P) +o(||h[|7)

2

Y) ’ = 1 par hypothese. Il en résulte que la forme quadratique

72,0l =l )

92p 5%p
PVhih —— (y)h2, P)h2
8%18$2 (y)5 > 1 2+<82[I}2 (y) 2 > 2

o%p
q:(hi,h2) — <8Tgcl(y)’P>h% +2(

est définie négative.
On remarque alors que

0?pP

o?pP o?pP
alhi,h2) = X((gg (). M)t + :

2o () N + ()3 ) ).

soit q(h1, ha) = (hy,ha)A , ce qui contredit la dégénérescence de A.

hy
ha
En conclusion, la plus petite dimension dans laquelle G est représentable est 4.



IT — Seconde partie

1. Fixons f dans E tel que No(f) < 15.
Soient ¢ : E — FE telle que ¢(v) = B(v,v) + f, et u dans E tel que Np(u) < %
No(¢(u)) < 55 et donc la restriction ¢1 de ¢ & la boule fermée B(0, 55) est & valeurs dans
cette méme boule. De plus, V(u,v) € B(0, %)Q,

Il vient

No(¢1(u) — ¢1(v)) = No(B(u,u) — B(v,v)) < No(B(u,u—v))+ No(B(v,u—v)) < %No(u—v).

On peut donc appliquer le théoreme du point fixe de Banach a ¢, : il existe un unique u dans
B(0, %) tel que u = f + B(u,u). Cet élément s’obtient comme limite de toute suite du type

(ri)(”)(uo))neN avec ug € B(0, %)

2. Par hypothese, f € BO(O,%) et f € Ej pour un certain k. Pour tout entier n, notons

Up = ¢(n) (f)-
La suite (un), . est & valeurs dans Ey et No(u, —u) tend vers 0 quand n tend vers +oco. Pour
conclure a I'appartenance de u & Fj, il suffit de montrer que la suite (Ni(un)) N est bornée.

On note que si 0 <! < k, alors f € Ej et que la suite (u")nEN est bornée dans Fy par My = %
De plus, Ni(B(un,un)) < CNo(un)Ni(uyn) + DiNo(uy)? et

Ni(unt1) < Ni(f) + CNo(un)Ni(un) + DiNo(un)? < Ni(f) + 5 N1 (un) + D1 Mg.

On pose alors a = Ny (f) + D1MZ. De Ni(un41) < a+ %Nl(un) on dduit alors pour tout n :
Ni(upn) €2a(1—27") 4+ 27" Ny (ug).

Il en résulte que (N1(un)), N est bornée. Supposons que (N;(uy)),, . soit bornée pour I < k.
Alors, Nii1(unt1) < Niga(f) + CMoNiga (un) + Disa(Ni(un))?.

On en déduit de méme que (N;11(un)), N est bornée. Par une simple récurrence on conclu
que (Ng(uyn)) N est bornée, et par suite que u appartient a E.

IIT — Troisiéeme partie

1. L’galit est clairement vraie en dimension 1 et on suppose que c’est le cas en dimension d — 1.
Soit f : R — C une fonction A-périodique. La continuité de f et de ses sections ainsi que la
compacité des ensembles d’intégration permettent d’utiliser le théoreme de Fubini :

/ flea—y)dy = / (/ f(xl—yl,...,xd—yd)d:vd)dxl...da:d,l

X [—mm]d=t NS [—m,7]

/ (/ flx1r—y1,. ., Ta—1 —yd_l,xd)dxd>da:1...dacd_1
[—m,m]d—1 [—m,m]

/ (/ flxr =91, ®a—1 — Ya—1,Tq)dxy . --dﬂﬂd—l)dﬂﬂd
[—m,m] [—m,m]d=1

( [ ]d_lf(x1,...,xd71,xd)dx1...d:cd,1>dxd

[_7"777]

f(z)dx.

[—m.7]d

2. (a) Soit ¢ €]0,n[. Pour tout n,

5/2
L2 / 4 (D)t > 50,(6/2).
0



D’ou,

1 [ 1/ 2+ cos(d) \»
Ogﬂ/(g qn(t)dt<5(2+cos(5/2))

qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
Il en résulte :

1 (7 1[0 2/ 24 cos(0) \"
OgE/,ﬂqn(t)dt_ﬂ/,(;qn(t)dt<g<2+cos(5/2))

qui tend vers 0 lorsque n tend vers o0, d’ou le résultat.

(b) La fonction f étant continue et périodique, elle est uniformément continue sur R%. Pour
tout € > 0, il existe donc ¢ €]0, 7| tel que :

V(@,y) € X2, |lz = yllo <0 = |f(2) = fly)| <e.

Ainsi, pour tout entier n et tout x € Rd,

fule) — f@)] < /X @ — ) — F@)lpaly)dy

< e [ ) @y

< 25@®d+muww(ihéﬂ%4@m)ﬂ

la convergence uniforme sur R? de (f,) vers f en résulte.

Pour tout n, f,, est un polynme trigonométrique. L’espace vectoriel des polynmes trigo-
nométriques est donc dense dans ’espace vectoriel des fonctions continues A-périodiques
pour la norme || ||oc.

(c) Si f est de classe C" et k = (ki,...,kq) € N* avec [k] < 7, le théoréme de dérivation
sous le signe somme d’une intégrale dépendant d’un parametre s’applique (les énoncés

classiques subsistent en dimension quelconque, la dmonstration la plus simple repose sur
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Pour tout n, il vient

oM £, okl f
gy ... OFaxy z) = /X m(w — Y)pn(y)dy

ol¥]
et d’apres la question précédente, la suite des termes —fn
Okigq ... Okagy

olkl ¢

OFixy ... 0kixy

converge uni-
formément sur R? vers

3. En travaillant sur les composantes de G, on déduit que la suite (G,,) - convolution de G avec le
noyau p,, - converge uniformément vers GG, de méme pour toutes les dérivées partielles. Pour
tout couple d’entiers positifs (n,m), on définit la fonction

v = () = (1Y Gu(Cypla = 7).

m
leJg,

Pour n fixé, (Gnvm)meN converge uniformément vers G,,, de méme pour toutes les dérivées

partielles. On fixe ¢ > 0, il existe alors un couple (n,m) € N tel que ||Gp.m — G|, < &.

l l
Apres réindexation, les y; sont les T et les ; sont les (E)dp(a: - 7T—)
m m m



4. On effectue une réduction de Gauss sur A :

il existe v = (v',...,v%) € (R tel que A = Zvi ® v'.

i=1
Pour tout § > 0, il existe vs = (v},...,vd) € Q? tel que [lv — vsl|oo < 6.
d
Soit alors A; = ng ® v}, il vient :
i=1
d d
14— Asl] <D llof @ o' v @ ||+ Y [Jvf ® v’ — o @ v,
i=1 i=1

qui tend vers 0 lorsque § tend vers 0.
On remarque alors que pour tout § > 0, il existe as € N* tel que ws = asvs € (Zd)d. Pour

£ > 0 fixé, en prenant § assez petit et en posant a9 = —5, 10 = wf; il vient
Q
5

d
[|A— Za(i)l(i) ®l(i)\| <e.

i=1

5. Pour tout 1 <1 <d,
P, 1
%x- (z) = (g;k (J:)Ecos(n <1 2z >)— rk(a:)lgk)sin(n <1 2 >),
87’k

o0x;

(k) (k) (k)
()~ Sm(n <,z >) + (@)l cos(n <1V, x >))1<k<q.
On en déduit,

Tl

AP, aP 10
(e, oz, 27

D’ou :

- 1 1 1 87”k 5‘7’k 27(k) (k:)
F(Pn) B E(ZTLQ o0x; (933 >1<'LJ<’!L Z l ®1

k=1 k=1

6. Compte tenu de la question 3, étant donné & > 0 il existe D € N, (y1,...,yp) € X et
D

* S
(Mla--~7MD) € ngr(Rd R )D tels que |||G_ ZMJG(yJ)mT < 4

j=1
€
En choisissant au lieu de € dans la question 4, pour chaque G(y;) on dis-
AD max||ujloo
U<

pose d’une famille de réels strictement positifs (Cl;i)hgigd et d’une famille d’éléments de L

(léz)hgigd'
On remplace dans l'inégalité de la question 4, ce qui conduit a lexistence d’une famille
(@), <icq d’éléments de C2, (R, R%) et d'une famille (1), <;«, d’éléments de L telles que :

per
kKl 3

G- S a@ < £,

Il j;a Il <3

87”k a’l“k
317,

Pour 1 <4 < ¢, on pose alors r; = Val¥). Pour n assez grand, le terme H r est

plus petit que % Avec les notations de la question 5, il vient alors :

NG =Tl <e



IV — Quatriéme partie

1.

(a)

Si p est un polynme trigonométrique, alors la suite (Syp) est stationnaire & partir d’un

certain rang, et
2§ =D 17O
leL

On note (, ) le produit scalaire sur C°(R? C) issu de forme polaire || |[2. Pour tout

f € C°R%,0),
1 = Sufll6 = IFIG + IS8 F116 = 2(F, Sn f) = II£1I5 = [1Sn f1I5-

Soit f € C° (Rd, C) et N € N. Du théoréme de projection, on déduit que le minimum de
||f — Z alem")HO est obtenu pour a; = ]?(l) pour tout [ tel que [[] < N.
USRS\
Soit alors € > 0, il existe un polynme trigonométrique p tel que ||f — p||oo < e¥/¢. On en
déduit ||f — p|lo < € et donc ||f — Sy fllo < e. D’apres la question précédente, on conclu
que le terme Z |]/”\(l)|2 tend vers ||f||2 quand N tend vers +oc.
leL N

Notons d’abord que f est continue en tant que limite uniforme de fonctions continues.
Pour N € N fixé, Z (1 + [1)?*] fn(D)]? tend vers Z (1 + [1])*|f(1)|* lorsque n tend vers

IELy IELN
+00. R L
11 en résulte 'appartenance de f & H® et Z(l +ID*EIFDOP < Tm ] fnlls-
el n—-4o0o
Faisons une récurrence sur d.
Pour d =1,
o,
o B> T B Ty (B
1 2 1

Le membre de droite est majoré par 6—0 + W, lui-méme infrieur #.

Supposons la formule établie jusqu’au rang d — 1 > 0 et plaons nous & 'ordre d.
Pour tout n € N* on pose L, = {l € Z", [I] < N}, il vient

20 +1m>a - i 2 B = e
leLd, k=—Njepd-?
Et on applique I’hypothese de récurrence :

N

1 ala+1) 1
2 GO S a2 dvT) 2 B R

leLy, ——N

ala+1)2 1
(o —d+2)(a—d+1)pa—d

est facile a établir pour d > 1, on peut donc

en utilisant le cas d = 1, ce dernier terme étant majoré par

a+1 - 1
(a—1)(a—d+2)  (a—d)

conclure a 'inégalité annoncée :

L’inégalité

1 (a+ D 1
2 GTUF S—drDa=d 5

leLn



()

Soit f € H?, de I'inégalité de Cauchy-Schwartz on déduit :

- 1 1/2
> for<ini(Y qrmE)

leLn lELN

~ 2s(2 1
Puisque 2s > d, il vient l; ()] < K(s)||f||s, oul'on a posé K(s) = s 2(4_81—)’—(22 —0
N

A laide du critere de Cauchy uniforme, on en déduit la convergence uniforme de (Sy f)
vers une limite g nécessairement continue. La suite des termes ||g — Sy f||o converge donc
vers 0 et, d’apres la question IV-1.c), il vient ||f — g|lo = 0. On conclu alors & g = f.

Pour tout z € R?, la suite de terme gnral Sy f (z) conververge vers f(x). Il en rsulte

sup [f ()] < K(s)[|f]]s-
zGRd

Soit (f,,) une suite de Cauchy de H®. Alors (||f||s) est bornée, de plus pour tout couple
d’entiers (n,m), ||fn — fmlloo < K(9)||fn — fmlls- La suite (f,) converge uniformément
vers une limite f appartenant & H® (d’apres IV-2.a).

Pour m fixé, en considérant la suite (fy, — fn), cN, on conclut que :

1fom = flls < Tm_ [ fn = fulls
n—-4o0o

ce qui assure la convergence de (f,,) vers f : H® est complet.

Soit fe H*', 1 <k<dety= (y1,...,ya) € R. La convergence de E ROKEE
leL
[1])%+2 entraine celle de 2 F()[*(1 + [I])>*.

leL
La série de fonctions

SNk Tk — E }'\(l)e_i(ylll“rv--+yk:—1lk—1+mklk+yk+1lk+1+--~+ydld)
leLn
converge normalement vers x5 — f(y1,. .., Yk—1, Tk, Yk+1, - - - , Ld). De méme, la série des
dérivées termes a termes
TE — E _Z'lkf(l)e_i(ylll+~-+yk—1lk—1+$klk+yk+1lk+1+ydld)
leLy

converge normalement.
Il en résulte l'existence en tout point d’une dérivée partielle de f par rapport a k, de plus

o —~ )
an;(a:) = =il f(1)e ",

leL

Vk e {1,...,d}, Vz € RY,

Cette derniere somme est continue par rapport a x comme limite uniforme de fonctions

. o 0 TN
continues. On en déduit que —— appartient a H*® et :

8mk

5 N ,
HanHQ = ST BIFOPQ+ D < IIfIP
kS er



(b) Pour appartenance de f & H", il suffit de prouver la convergence de 3 | f()|2(1 + [1])*"
olol f
0%y ...0%gy
fo est continue et la suite (|[Sn fall§) yen est bornée. Il en résulte la convergence de
Z |f(l)lf‘1 ... 15"% et par suite, celle de

lelL

Pour a = (ai,...,aq) € N notons f, = Supposons que [a] = r,

Yo ORGP =D FOPEG 4+ 1)

a / [a]=rleL leL

la convergence de ( Z IF(D1P(1 + [Z])2T)NEN en résulte : f appartient & H".
leLn
De plus, il existe M(r,d) > 0 tel que

AR < IR+ M d)STIFP@E +...+13),

leL
enfin il existe M’(r,d) > 0 tel que
DPG A+ 1D) <M (o d) YO FPE 1),
lelL leL

En posant C(r) = Maxz(1, M (r,d)M’(r,d)), il vient

uﬁ<cwo@ﬂ%+§éHgZHD
j=1

(c) De ce qui précede, on déduit facilement que 'intersection des espaces H®, s > d/2, est
exactement C° (R?, C).

per

ou
(a) Siu € H*"2, alors u est de classe C'. De plus, pour 1 < j < d, — appartient & H**!

axj
et est donc de classe /Ql. Il en résulte que u est de classe C2.
Pour [ € L, il vient Au(l) = —||I]]*u(l), et
Do 1Au@PA+ D% < Y0 @A+ I < full3e-
leLn leELN

Au étant continue, on en déduit que Au € H®.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz conduit a (1 + [1])? < (d+ 1)(1 + []]|*) et donc

, 1/2
lullorz = (31O + 1)) < @+ Dlu - Aull,,

leL

L’inégalité ||u — Aulls < [|ul|s+2 est immédiate.
(b) L’injectivité de u — u—Au de H**2? dans H® résulte des inégalités précédentes. Soit alors
v € H®. On sait que Vo € R? on a v(z) = Zﬂ(l)ei(l’””> (au sens de la limite de Syv).
leL
o(l) 2 2544 s .
——~—_. La somme (14 [I])**1* existe du fait

que v appartient a H°. On en déduit 'existence et la continuité de u : z — Z et
leL

Pour tout [ € L, on pose oy =



De plus, pour tout I, @(l) = «; (interversion des signes d’intégration et de sommation), il
en résulte que u appartient & H*2 et par un calcul simple v — Au = v.

En conclusion, u — u — Au est une bijection de H*t2 sur H°. D’aprés la question
précédente, il s’agit méme d’un homéomorphisme.

L’image de C%° (Rd C) par cette application est contenue dans C22 (R, C). Réciproquement,

per per

o)

L)
L+ [lI]?

sive C% (Rd C), alors d’apres ce qui précede, v : x — Z el

per appartient a
leL

Pintersection des H*®, c’est & dire & C,.(R%, C).

per

Soient (¢;)icr, et (d;)ier deux familles de C presques nulles. Il vient successivement :

SN awde” < S kD) D la—lldil?)
leL keL leL kel kel
< O lenD) D ler—klldif?
kel leL
< Q1D DD lerlldf?
kel leL keL
< QL)Y Il
kel leL

f et g étant deux polynmes trigonométriques, un calcul simple donne :

vieL, (fo))=> (k)7

kel

On remarque d’abord que pour k et | dans L, [I] < [k] + [l — k]. De plus, si a et b sont
deux réels positifs, alors (a + b)%* < 22%(a?® + b%). 11 vient

1912 <2203 |3 FR)GU = R)P[(1+ [k])? + (1 + [ = k)]

leL keL
d’ou
179112 <22 (Y lg)* Y- 17 (k) ) +22 (Y IFON* Y [ 21+ (k)
leL kel leL kel

et on en déduit
£l <22 FHIF1121gl12.

Soient f et g dans H®. Le produit fg est donc continu. Fixons N € N. La suite de
fonctions définie par h,, = (Sy f)(Sng) converge uniformément vers (Sy f)g. Par ailleurs,
pour tout n, ||hylls < C()||flsllglls- 11 rsulte de la question IV - 2.a) :

I(SxNglls <, Tm_lhnlls < Cs)I1Fls gl

Ainsi, ([|(Snf)gll) yen est bornée et ((Snf)g) v converge uniformément vers fg. On
en déduit de mme que fg appartient & H® et

1Fglls < C()flsllglls-

Soit donc mg > 0 et m € R. Pour m < 0, I'inégalité recherchée est triviale en posant
D(m) = 0, on suppose & présent m > 0.
Posons a = (1 + b)t, et donc 0 < t < 1. L’inégalité cherchée s’écrit

(L+b)™(1+H)™ <2™(1+b)™ + D(m)(1 + b)™t?
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ce qui est équivalent a
(1+1)™ < 2™ + D(m)t?
Si m < myg, on peut imposer D(m) = 0 puisque 0 < ¢t < 1.

2m
Si m > my, l'étude de ¢(t) = 2™ + D(m)t* — (1 +¢)™ montre que D(m) =

(2mg/m _ 1)2
convient.
Cette inégalité peut se symétriser : pour tout couple (a,b) de réels positifs, on a

(I+a+b)™<2™((1+a)™+ (1+b)™) + D(m)((1+b)™ 2a® + (1 + a)™ 2b?).

On suppose tout d’abord s > sg + 2.
Soient f et g dans H®. Il vient

1ol < 3| 32 7 —kak)| (L 11 + [k — 1)

leL kel

On applique alors I'inégalité de la question précédente :

1Fgll2 <20 37| S0 Fu = Math)| (1 + k) + (Lt [k — 1))+

leL kel

D(2s) Y| 32 7~ W[ (1 D204 I~ 1) + (Lt [k — )220+ (1)),
Le premielretLerrkneeLse majore aisément par :

20 N [g(R) P+ KDZ (O 1PN + 220 ST IFR) P+ kD> (OO 150 <

keL kel keL keL

Ao(lglIZIFIIZ, + I1F11EN9lIZ)

1
ol 'on a posé Ay = 2°° K (s) Z TR AT
[+ )

Quant au second terme, il est majoré par :
lallZ-a] S IR+ D[ + 17122 | 3l
kel keL
lui-méme majoré par :
1
UglZ 1A= + 1B ll9l3-0) D =gy
2 (L4 [\

La derniére somme étant finie puisque s — 2 > sg.
On en déduit Vexistence de réels A > 0 et B(s) > 0 tels que pour tout f, g dans H® on
ait :

1 glls < Al f1lsollglls + 11 F11slglls0) + B lls—1llglls—1-

On suppose a présent que so < s < So + 2. Comme précédemment, si a et b sont deux
réels positifs, il est facile d’établir :

(1+a+0)> <2((1+a)® + (1+b)*) <222 ((1+a)* + (1+0)>).

En suivant la procédure ci-dessus, il vient :

1fglls <270F4) 7230(Hf|‘50|‘9||s + [1£1lsllglls0)-
leL
En choisissant la constante A correctement, on peut donc imposer B(s) = 0 lorsque

< s+ 2.
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V — Cinquiéme partie

1. Soit F : R? — RY une application de classe C™ libre et P : R? — RP de classe C™ ayant en
tout point une différentielle injective.
PourtoutxeRd, 1<k<det 1 <l <dil vient :

P

Oy, =1 Jy; oxy,
et ) o
0*FoP oF 0*F
= P P(x)).
0x,0xy, () ; 8yl( (@ ))&nlaxk ; 2:: axl )8%8%( (z))
Pour un x donné, on forme la combinaison linéaire nulle :
d d d
OFoP 0*FoP
kzz:lak (9$k (217) +;;6l’km($) =

2

Les coeflicients des vecteurs (P(z)) fournissent le systeme d’équations :

0y;0y;

d d
aP
=0, 1<i,j<p.
szaxk 6:Cl(av) 0, 1<i,j<p

=1 k=1

En introduisant la matrice B = (0;,x)1<,k<d> cela s’écrit :

0F;
8731(%)
. OP; OP;
v(i,5) € {1,...,p}, (—](x)—J(x))B : =0
8x1 &rd .
oF; ()
—(z
8xd
0P,
(@)
€1
La différentielle de P au point z est injective, la famille de vecteurs : est
oP;
@)
Td 1<i<p
donc de rang d, d’o B = 0. 1l s’en suit immédiatement que a; = ... = ag = 0 et que FoP est

libre.

Pour I'application F' considérée dans la question et pour tout y € R? le systeme

Z%STF(?J) + Z

=1 Ok 1<i<G<p

0*F
) =0
2Y) 8y]ayz (y)
est triangulaire inférieur avec des 1 sur la diagonale : F est libre.
On défini alors une application P : RY — R?? en posant P(z1,...,24) = ((cos(xr), sin(zk)) | cpcyr
11 est facile de vérifier I'injectivité de dP(x) en tout point = et donc Py = FoP est un élément
libre de C°, (R, R424+3)),

per

2. Soient Q7 et Q2 des éléments de C° (Rd RN) Pour 1 <4, <d, un calcul donne

per
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0Q1 Q2 izd: Q. PQ PO
Ox;’ Oz; OxOx;’ OxpOx, dx;0x;

9°Qy
O0x;0x;

R; ;(Q1,Q2) = ( ;AQ2) + (AQ1, )-

k=1

On a une somme fini de terme du type

0Q1,0 0Q25 0°Q1,0 0Q2,3 ot 0?Q1,0 0*°Q2 3
Ox; Ox,  Ox;0z) Oz, 0x,0x), Oz, 0xs

D’apres la partie IV, chacun de ces termes est majoré en norme || ||s_2 par une constante
(dépendant de N, s et d) que multiplie ||Q1]]s]|Qz2]]s-

Bien entendu, lorsque Q; et Q2 sont éléments de (H*)N, et s > (d/2) + 2, alors Q; et Qo sont
de classe C? et ce qui précede est conservé. Il existe alors une constante Cy(s) > 0 qui dépend
de d, N et s telle que :

VQ1 € (H)N, ¥Qa € (H*)N, ||R;;(Q1,Q2)|ls—2 < C1(s)|Q1l]s]|Q2]s-

. Soit H € C2, (RY, M4(R)) et Q € C22 (R*, RY) une solution de ().

per per
Par un calcul obscur,

0P, _ 1,90 o 0 0 0 0Q
de <87.TZ’Q> =D <6$J>’AQ> on déduit 8 D< ; )Q> 6:03 <8 7 AQ>
N 9Py 0 ,0Q 8@ 0Py, 0Q 0Q 0F,
D’ou, 2D<8 <8x7’Q> ax]<8xl S AQ) + <AQ7 > D<8$i’%j>i <8xi’870j>'
%P, . .
Or, 2D<a 01, -, Q) = —D(H;;) + Ri ;(Q, Q), et il en résulte
) 090 5o D pg 2, p(0P 02 00 OR
oQ 0Q oFy 0Q 8@ aPO
qul vaut D<8$Z 8.’1}7>+D<8x7],67x7>+ <ax787x]>

L’application D induit une bijection de Cpg, (Rd, RY ) sur lui-méme, on déduit 1’égalité

Py, 0Q 0Q 0P,
Ox;’ Ox; )1<2 j<d + (<8gci’ ox; >)1<i,j<d'

H=T(Q)+ (¢

Et donc :

0Py, 0Q

— =I'(P, H.
Oz;’ Ox; >)1<i,j<d (Po) +

(<8Q 0P,

P(Po+Q) =T(Ry) +T(Q) + ({ 5 )1

P, 2P
. Pour tout z € R?, la famille {?’936? (), 1<igd}u {aiia;j

de V(z) que 'on munit de la restriction du produit scalaire usuel de RY. Cette famille s’ortho-
normalise par le procédé de Schmidt en {e;(x), 1 <i<d}U{e;(x), 1 <i<j<d}. Compte
tenu du procédé, il est clair que ces fonctions sont de classe C'*° et que le passage d’une famille
de fonctions a 'autre d’effectue par des matrices elles aussi de classes C*°.

Pour tout x, on écrit

(x), 1 <i<j<d} est une base

d
ZQvek (z) + Z (@, eri(x))er ().
k=1

1<k



13

Pour tout 1 <k < d, il existe donc deux familles (a;,x)1<i<a et (aijr)1<igj<a de fonctions de
classes C™ telles que pour tout =z,

2
Q. ex(s Zam Q2N+ T aa@)Q ppi (@)

0x;0x;
1< <d g

De méme pour (Q, eg;(x)).
En utilisant le systéme (), on en déduit I'existence d’une fonction H € Cgﬁr(Rd, RY) indépendante
de @ (ne dépendant que de H et de Py par 'intermdiaire des vecteurs ey, et ex;) et d’'une forme

bilinéaire B de (H*)N x (H*)N & valeurs dans (H*)" telles que
Q=H+BQ,Q),

ou B(Q1,Q2) est une somme finie de termes du type :

0 0
D (4G a0 + (G2,

AQ1)) 1) pour 1 <14 <d,

et
_I(Ainij(Ql,Qg)eij) pour ]. <1 <] d

les applications & valeurs réelles A; et A;; étant de classe C°. D’apres la partie IV, (et compte
tenu des questions IV-4.a et V-2) il existe une constante Ca(s) telle que :

¥(Q1,Q2) € (H*)Y x (H)Y, [|B(Q1,Q2)lls < Ca(s)/|Qu]s]1Qz]s.

. Pour tout entier k, on pose Ej = (H*TF*+2)N et pour Q € Ex, Ni(Q) = ||Q|]so+k+2-
On va montrer que les hypotheses émises a la questions II-1 sont vérifiées ici.

Soit (uy) € N et u € Ey tels que (Ni(un)), N soit borné et No(u, —u) tende vers 0 quand
n tend vers +oo

Pour tout I € L, la su1te (un (1)) converge vers u(l). De plus, il existe M > 0 tel que pour tout

n on ait Z [ (D] (1 + [1])2(0+k+2) < A,
leL
On en déduit que pour tout entier N, Z [G(1)|2(1 4 [1])20+k+2) < M et par suite u appar-
lELN

tient & Ej (u est continue car dans Ejp).
Pour tout entier k € N* on a sg + k+ 2 > d/2+ 2 et pour tout u € Ej, il vient
Ny (B(u,u)) < Ca(so + k + 2) Ng (u)?.

D’aprés le raffinement (2) de la question IV-6.b, il existe A > 0 indépendant de k et B(k) tels
que pour tout u et v dans Fj on ait

Ni(B(u,v) < A(No(u) Ny (v) + Ny (u)No(v)) + B(k)Ni_1(u) Ne_1(v).
D’ou le résultat escompté en prenant u = v, puis en appliquant le résultat de la question II-2.

. Notons tout d’abord que si G; = I'(Py) et Go = I'(Pz2) sont deux métriques de dimension d
représentables en dimension N; et N respectivement, alors G + G5 est représentable (mais
pas G; — G5 en général). En effet, soit P : R? — RM x RM2 qui & z associe (Pi(x), Pa(x)),
on vérifie que G1 + G2 = T'(P).
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Soit alors G' = (Glj)1<i,j<a une métrique quelconque de dimension d. Par compacité, il existe
t > 0 tel que G — tGy soit encore une métrique de dimension d.

Par densit, il existe alors H = (Hjj)1<i j<d € ngr(Rd,./\/ld(R)) tel que G — tGy + H soit

représentable en une certaine dimension N' et sup ||H;j||so+2 < teo (le €9 de la question
1<6,j<d

prcdente). Il en résulte que tGy — H est représentable en dimension N, et par conséquent

G = (G —tGy+ H) + (tGy — H) est représentable en dimension N + N'.



