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Notations et définitions. On désigne respectivement par N, Z, Q ’ensemble des
entiers naturels, I’anneau des entiers relatifs et le corps des nombres rationnels. On désigne
par F(Z,Z) anneau des fonctions de Z dans Z.

Si k et I sont des entiers positifs ou nuls, avec k < I, on désigne par (,i) le coefficient
bindémial F'(_IIL-'E? Par convention, 0! = 1.

Premiére Partie : Fonctions polynémes a valeurs entiéres.

Définitions : Soit f € F(Z,Z) une fonction de Z dans Z. Sa différence premiére est
la fonction notée 8f définie par 8f(n) = f(n) — f(n-1).

Pour tout entier k > 1 on définit par récurrence la différence k-iéme, notée 8* f, par
o f = 8(8*~1f). Par convention, 8°f = f.

1. Soit f € F(Z,Z). Montrer que pour tout entier p > 0 et pour tout n € Z on a :

#10)= 3 (-0 (}) 1t - ).

k=0

Définitions et notation : Soient Q[T 'anneau des polynémes & une indéterminée &
coefficients dans Q, et P un élément de Q[T]). Il définit une fonction de Z dans Q, qui &
n € Z associe P(n) € Q. On dit que P est un polynéme a valeurs entiéres si I'image de
cette fonction est contenue dans Z. On désigne par P ’ensemble des polynémes & valeurs
entiéres.

La différence premiére d’un polyndéme P de Q[T] est le polynéme noté 8P défini par
8P(T)= P(T)- P(T-1).

2. (a) Montrer que P est un sous-anneau de Q[T).
(b) Montrer que 'application qui & P € P associe la fonction correspondante est un
homomorphisme injectif d’anneaux de P dans F(Z,Z).

Dans la suite on identifiera P & son image, et un élément P de P a la fonction fp
qu'il définit ; on pourra donc parler du degré d’une telle fonction et on le notera deg fp.

3. On définit une suite P (k € N) d’éléments de Q[T] par les formules :

Po=1 Pi(T)= T(T’l)"’;fT" E+1) pour k> 0.
(a) Montrer que pour tout k € N, Py appartient 2 P. On note fi la fonction corres-
pondante.

(b) Pour p > 0, calculer &% f;. en fonction de p, de k et des fx- pour k' < k.

4. (a) Soit f € F(Z,Z). Montrer que si f appartient & P alors 8f appartient a P, et
qu'on a degdf =deg f —1oudf =0.
(b) En déduire que pour tout f € P, il existe un entier p > 0 tel que l'on ait pour

tout n € Z :
P

> -04(F) -k =0

k=0
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(c) Soit f € P. Montrer que f peut s’écrire de maniére unique sous la forme f =
ZZ":O ni fx, ou les ny sont des éléments de Z, tels qu'un nombre fini seulement d’entre eux
soient non nuls. On dit que P est le groupe abélien libre engendré par les fj.

(d) En déduire qu’une fonction f de F(Z, Z) appartient & P si et seulement si 3f
appartient & P, ou encore si et seulement si il existe un entier p > 0 tel que 67 f = 0.

Définitions et notation : Soit P un élément de Q[T]. On dit que P est un polynéme &
valeurs entiéres pour n grand s'il existe ng € Z tel que P(n) appartienne & Z pour n > no.
On désigne par P’ '’ensemble des polyndmes a valeurs entieres pour n grand.

Soit f € F(Z,Z). On dit que f est polyndémiale pour n grand s'il existe g € P,
ng € Z tels que f(n) = g(n) pour n > ng. On désigne par P, ’ensemble des fonctions
polyndmiales pour n grand.

5. Montrer que P’ est égal a P.

6. Soit f € F(Z,Z).

(a) Montrer que f appartient & Pe si et seulement si 0f appartient & Peo.

(b) Montrer que f appartient & P si et seulement si il existe des entiers p > 0 et no
tels que 0P f(n) soit nul pour n > ne.

7. Soit f € F(Z,Z). On lui associe une série formelle Ly de Z{[t]] définie par
Zs(t) = Lato f(MIL.

Pour tout k € N, calculer la série Xy, .

Deuxiéme Partie : Dimensions des composantes homogénes d’anneaux de
polyndmes.

Définitions et notations : Soient k un corps commutatif, r un entier > 1 et S =

k[X,,...,X;] 'anneau des polyndmes & r indéterminées & coefficients dans k.
Un monéme de S est un polynéme de la forme X7 ... X2~ avec (a,...,a,) € N".
On notera g le multi-indice @ = (a;,...,a,;). Onremarquera que par définition un monéme

n'est jamais nul.

Un terme de S est un polynéme égal au produit d’'un monéme par un élément non
nul de k.

Tout polyndme P de S s'écrit P = 3 nr AaXT'... X2, avec un nombre fini de
coefficients A, € k non nuls. Pour Ay # 0, A, X7 ... X2 est alors un terme, on dit que
c’est un terme de P et que X7 ... X2 est le mondme associé & ce terme.

Fixons des entiers a;,...,a, strictement positifs. Le degré pondéré d’un terme
AX$ ... X2 (X #0) est le nombre Y[, a;a; ; ainsi le mondme (ou, par abus de langage,
l'indéterminée) X; est de degré pondéré a;. Lorsque les entiers a; sont tous égaux a 1, on
parlera simplement de degré.

Un polyndme est dit homogéne si tous ses termes ont méme degré pondéré ou s'il est
nul. Le degré pondéré d’un polynéme homogeéne non nul est celui de ses termes. Pour
n > 0, on note S, 'ensemble réunion de 0 et des polynémes homogénes de degré pondéré
n. Par convention on posera S, = {0} pour n < 0.

Soit n € Z. La composante homogéne de degré pondéré n d’un polyndme est égale a
la somme de ses termes de degré pondéré n s'il en a, et a 0 sinon. On pourra noter 7, (P)
la composante homogéne de degré pondéré n d'un polynéme P.

1. Montrer que, pour tout n € Z, S, est un k-espace vectoriel de dimension finie. On
notera cette dimension hg(n), ce qui définit une fonction hg de F(Z,Z).
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2. (a) Calculer hg(n) pour tout n € Z lorsque les entiers a; sont tous égaux a 1.
(b) Calculer hg(n) pour tout n € Z lorsque r = 1.

3. On désigne par S’ le sous-anneaun de S des polyndmes indépendants de X, par S},
(n € Z) lintersection de S’ avec Sy, et par hs/(n) la dimension de S;,. Calculer hs(n) en
fonction des nombres hg:(m), pour m < n.

4. Les notations étant les mémes que celles de 1.7, on considére les deux séries formelles
suivantes T =L, et T =Ly ,.

Calculer le terme général de la série formelle produit £ ' x Y o "%, En déduire
quona X = []7_,(1—t)"1

Dans toute la suite du probléme on supposera désormais que les entiers a;
(pour i = 1,...,r) sont tous égaux a 1.

Troisieme Partie : Idéaux homogeénes et relations.

Rappel : Tout idéal de S a un nombre fini de générateurs. On notera < Py, ..., P, >
I’idéal engendré par les polyndmes Py,..., P,.

Définition : Un idéal de S est dit homogéne s'il admet un systéme fini de générateurs
homogenes.

1. (a) Soient I un idéal homogene de S et P un polynéme de S. Montrer que P
appartient & I si et seulement si toutes ses composantes homogénes appartiennent a 1.

(b) Soit I un idéal de S. On suppose que dés qu'un polyndme appartient & I, toutes
ses composantes homogenes appartiennent & I. Montrer qu’alors I est homogene.

(c) On suppose r > 2. Montrer que l'idéal engendré par les deux polyndmes :

Xi+ X2 et X12+X2(X1—1)

est homogene.

Notation : Si I est un idéal de S, n € Z, on note I, = I N S, I'ensemble réunion de
0 et des éléments homogenes de degré n de I. Par convention on a donc I, = {0} pour
n<0.

2. (a) Soient I un idéal de S et n € Z. Montrer que I, est un sous-espace vectoriel
de S,. Dans toute la suite on notera hg/;(n) la dimension de I’espace vectoriel
quotient S,/I,, ce qui définit une fonction hg/; de F(Z,Z).

(b) On suppose r = 1. Décrire tous les idéaux homogénes de S.

(c) On suppose toujours r = 1. Déterminer la fonction kg, pour tout idéal homogéne
IdeS.

Définitions et notations : Soient N un entier > 1 et N polyndmes Fi,...,Fn non
nuls de S. Une relation entre Fy,...,Fy est un élément 4 = (A1,...,AN) de SN tel que
Zf;l A;F, =0. S'il n'y a pas de confusion possible, on dira seulement relation. Pour tout
entier 7 € [1, N] on dit que A; est la i-iéme composante de A.

Soient A = (41,...,AN) et B = (By,...,Bn) deux relations, P un polynéme. La
somme des deuz relations A et B est la relation A+ B = (4, + By,..., A~ + Bn). Le
produit de la relation A par le polynéme P est la relation PA = (PA,,...,PAy). On
désigne par Rr 'ensemble (on dira aussi le module) des relations entre Fy,..., FN.
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Si Fi,...,Fx sont homogénes de degrés quelconques, une relation A = (A;,...,AN)
est dite homogéne si ses composantes le sont et si les polynémes A;F; non nuls sont tous

de méme degré.

Soit P un polynéme. On note PRy ’ensemble des relations PA, avec A appartenant
aRrp.

Soient M un entier > 1 et M relations 4,,...,4,. Le sous-module de relations en-
gendré par A,,...,A) est 'ensemble des relations A qui peuvent s’écrire A = 2;"___1 P;jA;

ol Py,---, Py sont des polyndmes. Si cet ensemble est égal & R, on dit que A4,,...,4)
engendrent Rr ou sont des générateurs de Rr. On dira aussi que Rr est engendré par
un nombre fini de relations.

3. Soient M unentier > 1, 4, B, A,,...,A)s des relations et P un polynéme. Montrer
que si A et B appartiennent au sous-module de relations engendré par 4,,...,4,,, il en
est de méme de A + B et de PA.

4. Montrer que si Fy,...,Fy sont homogénes, toute relation est somme de relations
homogenes.

5. (a) On considére I'application p; : Rp — S qui associe & une relation A sa premiére

composante. Montrer que l'image de p; est un idéal de S, qui est homogeéne si Fi,...,Fy
le sont. )
(b) Montrer qu'il existe un entier M > 1 et M relations 4,,...,A,, tels que si on

désigne par R; le sous-module de relations qu’elles engendrent, toute relation de RF soit
somme d’un élément de R; et d’un élément dont 'image par p; est nulle.

(c) En déduire, par récurrence sur N, que R peut étre engendré par un nombre fini
de relations.

(d) Montrer que si Fy,..., Fy sont homogenes, Rr peut étre engendré par un nombre
fini de relations homogeénes.

Quatriéme Partie : Etude des relations dans le cas r = 2.

Notations : Dans toute cette partie on suppose qu'on a r = 2 et on note X = X et
Y = X, les deux indéterminées de sorte qu'on a S = k[X,Y]. On fixe un entier N > 1,
N polynémes homogenes F,..., Fy non nuls de degrés respectifs d;,...,dn, et on note
I I'idéal qu’ils engendrent. '

Soit K = k(X,Y) le corps des fractions rationnelles en X,Y. On munit le K-espace
vectoriel KV de sa base canonique (ey,...,exn). En considérant tout polynéme comme une
fraction rationnelle de dénominateur égal & 1, on plonge S dans K et SV dans KV. Donc
une relation 4 = (A,,...,An) entre Fi,...,Fy peut étre considérée comme un élément

de KN.

1. On définit une forme linéaire ¢ sur K par ¢(e;) = F; pour i =1,...,N.

(a) Montrer que Rf est Iintersection du noyau de ¢ et de SN.

(b) Soit M un entier > 1. Montrer que si 4,,...,4,, engendrent R, ils forment un
systéme de générateurs du noyau de ¢.

En déduire qu'ona M > N — 1.

Dans la suite on fixe A,,...,A4), des générateurs homogenes de Rr (qui existent
d’apres II1.5.(d)) et on note A;; la i-itme composante de A;.
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2. (a) Montrer qu'il existe des entiers §;,---,6p tels qu'on ait, pour tout couple
d’entiers (4,5) € [1,N] x [1, M], deg Ai; = 6; — d;.

(b) Montrer que pour toute relation homogene A il existe des polynomes homogénes
Py,--+, Py tels qu'on ait 4 = Z;f__l PiA;.

3. On suppose qu'on a M > 2.
(a) Montrer qu'il existe un entier jo € [1, M] et un élément (X;)je(1,m),j2jo de kM2
tels que, si on pose
A=A+ X Y%= A, pour j # jo

A;o = AJ'

alors pour tout j # jo, la premiére composante Aj; de A est un multiple de X, et
Al,..., Al sont des générateurs homogeénes de Rr.

(b) En déduire que Rp peut étre engendré par des relations homogénes B,,...,B),
telles que la i-&me composante B;; de B; soit divisible par X pour j > i.

(c) Montrer qu'en particulier, si M > N, pour tout entier j € [N, M], B; appartient
a XRF.

4. On suppose qu'on a M > N et on désigne par R’ le sous-module engendré par
B,,...,By_,, 00 By,..., By sont des relations homogenes vérifiant la condition de 3.(b)

ci-dessus.

(a) Soit A € Rr. Montrer que pour tout n > 1, A est somme d’un élément de R’ et
d’un élément de X" RF.
(b) En déduire que R peut étre engendré par N — 1 relations homogénes.

5. Soient N — 1 relations homogenes C,,...,Cn_; qui engendrent Rr. D’apres
2.(a), il existe des entiers €4,---,en—_1 tels qu'on ait, pour tout couple d’entiers (7,7) €
[I,N] X [I,N - 1], degC,-j =€ — di.

(a) Montrer que pour tout n, I, est isomorphe, en tant que k-espace vectoriel, au
quotient de G}i’ilSn_d‘. par un sous-espace vectoriel isomorphe a ea’!___'llSn_gj.

(b) En déduire la valeur de la dimension (notée hg/;(n), voir II1.2.) du k-espace
vectoriel quotient Sy,,/I,.

(c) Montrer que la fonction hg/; ainsi définie appartient & Poo.

Cinquiéme Partie : Idéaux mondémiaux.

Notation et définition : Dans la suite, S désigne de nouveau l’algébre des polyndmes
k[X1,...,X,]) & r indéterminées et r est un entier quelconque > 1. Un idéal I de S est dit
mondémial s'il admet un systéme de générateurs formé de mondmes.

1. Soient s un entier > 1, I =< my,...,m, > un idéal mondmial engendré par des
mondmes my,...,M,, et m un mondme. '

(a) Montrer que m appartient & I si et seulement si m est divisible par I'un des
mondmes my,...,Ms.

(b) Soit P un polynéme non nul. Montrer que P appartient & I si et seulement si
chacun de ses termes appartient a J.

(c)Onpose J=(I :m)={P €S | Pmel}. Montrer que J est un idéal
mondmial.

2. Soient s et t deux entiers > 1, I =< my,...,m, > et I' =< m{,...,m; > deux
idéaux mondémiaux. Montrer que I NI’ est un idéal mondmial.
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3. Soient s un entier compris entre 1 et r et I I'idéal < X;,...,X, >. Montrer que la
fonction hg/; (voir II1.2.) appartient & Poo.

4. Soient s un entier > 1, I =< m,,...,m, > un idéal mondémial et m un diviseur de
my de degré d. Onpose J = (I :m) et I' = I+ <m >,
(a) Montrer pour tout n ’égalité :

hs/i(n) = hs;y(n—d) + hs;p(n)

(b) En déduire que la fonction hg/r appartient & Peo.

5. Soient s un entier compris entre 1 et r et J I'idéal engendré par les mondémes X; Xj,
i€(l,s),je[s+1,7].

(a) Calculer la fonction hg/;.

(b) Soient p et ky,...,kp des entiers > 1. Construire un anneau de polyndmes S’, un
idéal mondmial I’ de S’ tels que 'on ait, pour tout n > 1:

hsr/p(‘n) = fx, (n+ky)+---+ fkp(n + kp).

’ ’
Définition : Soient m = X ... X% et m' = X{*... X7" deux mondmes. On dit que
m est supérieur ou égal am’,et onnotem > m’'sim=m'ousiona:
degm > degm’ ou
degm = degm’ et (@;...ar) > (0] ...0a;) pour l'ordre lexicographique, c’est-a-dire
que si 4 est le plus petit indice ¢ pour lequel o; # af, alors oy, > af, .

On dit que m est strictement supérieur @ m’, et on note m > m/,sionam > m' et
m#m'.

6. (a) Montrer qu’on définit ainsi une relation d’ordre total sur les monémes.

(b) Montrer que si m,m',m"” sont trois mondmes tels que m > m’ et m” # 1, alors
onamm” >m'm’ >m.

(c) Montrer quetout sous-ensemble non vide de '’ensemble des mondmes a un plus
petit élément.

(d) Montrer que pour tout mondme m, il n’existe qu'un nombre fini de monémes m/
avec m > m/.

Définitions : Soit P un polynéme non nul. A chacun de ses termes est associé un
mondme. On appelle terme initial de P, et on note inP, le terme de P correspondant au
plus grand de ces monomes.

Soit I un idéal de S non nul. On appelle idéal initial de I, et on note inl, ’idéal
mondmial engendré par les termes initiaux des éléments non nuls de J.

8. Soient I un idéal non nul, J = inl son idéal initial, M I’ensemble des mondémes qui
n’appartiennent pas & J, et M’ I'ensemble des images dans le quotient S/I des éléments
de M.

a) Montrer que tout mondme de J est le terme initial d’'un polynéme de I.

b) Soit P un polynéme non nul tel que P # inP. Montrer que in(P — inP) < inP.
c) Montrer que M’ est un systéme libre du k-espace vectoriel S/I.

d) En déduire que M’ est une base de S/I.

e) Montrer que pour tout idéal homogeéne I de S, la fonction hg,; appartient & Peo.



