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Notations et définitions. On désigne respectivement par N, Z, Q l’ensemble des 
entiers naturels, l’anneau des entiers relatifs et le corps des nombres rationnels. On désigne 
par T ( Z ,  Z) l’anneau des fonctions de Z dans Z. 

Si k et 1 sont des entiers positifs ou nuls, avec k 5 1,  on désigne par (L) le coefficient 
binômial *. Par convention, O! = 1 .  

Première Partie : Fonctions polynômes à valeurs entières. 

Définitions : Soit f E F(Z, Z) une fonction de Z dans Z. Sa différence première est 

Pour tout entier k 2 1 on définit par récurrence la diflérence k-ième, notée ak f ,  par 
la fonction notée af définie par af(n) = f(n) - f(n - 1). 

a k f  = a(ak-’f). Par convention, aof = f .  

1. Soit f E F(2,Z) .  Montrer que pour tout entier p > O et pour tout n E Z on a : 

Définitions et notation .- Soient Q[T] l’anneau des polynômes à une indéterminée à 
coefficients dans Q, et P un élément de Q[T].  Il définit une fonction de Z dans Q, qui à 
n E 2 associe P(n)  E Q. On dit que P est un polynôme Ù va1eu.m entières si l’image de 
cette fonction est contenue dans Z. On désigne par P l’ensemble des polynômes à valeurs 
entières. 

La diflérence première d’un polynôme P de Q[T] est le polynôme noté aP défini par 
BP(T) = P(T) - P(T - 1 ) .  

2. (a) Montrer que P est un sous-anneau de Q[T].  
(b) Montrer que l’application qui B P E P associe la fonction correspondante est un 

homomorphisme injectif d’anneaux de P dans T ( Z ,  Z). 

Dans la suite on ident.ifiera P à son image, et un Clément P de P à la fonction fp 
qu’il définit ; on pourra donc parler du degré d’une telle fonction et on le notera deg fp. 

3. On définit une suite Pk ( k  E N) d’Cléments de Q[T] par les formules : 

T(T - 1 )  * * - (T - k + 1) PO = 1 Pk(T) = pour k > O. k! 
(a) Montrer que pour tout k E N, Pk appartient à P. On note f k  la fonction corres- 

(b) Pour p L O, calculer a P f k  en fonction de p ,  de k et des f k ’  pour k‘ 5 k. 
pondante. 

4. (a) Soit f E F(Z, Z). Montrer que si f appartient à P alors af appartient à P, et 

(b) En déduire que pour tout f E P, il existe un entier p 2 O tel que l’on ait pour 
qu’on a degaf = deg f - 1 ou af = O. 

tout n E 2 : 

e(-l)k (:)f(n - k )  = O. 
k=O 
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(c) Soit f E P. Montrer que f peut s’écrire de manière unique sous la forme f = 
nk fk, où les nk sont des Cléments de Z, tels qu’un nombre fini seulement d’entre eux 

(d) En déduire qu’une fonction f de 3 ( Z l Z )  appartient à P si et seulement si af 
soient non nuls. On dit que P est le groupe abélien libre engendré par les fk. 

appartient à P, ou encore si et seulement si il existe un entier p 2 O tel que a p f  = O. 

Définitions et notation : Soit P un Clément de Q[T]. On dit que P est un polynôme ù 
valeurs entières pour n grand s’il existe no E Z tel que P(n)  appartienne à Z pour n 2 no. 
On désigne par P’ l’ensemble des polynômes à valeurs entières pour n grand. 

Soit f E T ( 2 , Z ) .  On dit que f est polynômiale pour n grand s’il existe g E P, 
no E Z tels que f ( n )  = g(n) pour n 2 no. On désigne par Poo l’ensemble des fonctions 
polynômiales pour n grand. 

5. Montrer que P‘ est égal à P. 

6. Soit f E 3 ( Z l  Z). 
(a) Montrer que f appartient à Poo si et seulement si af appartient à P,. 
(b) Montrer que f appartient à P, si et seulement si il existe des entiers p 2 O et no 

tels que P f ( n )  soit nul pour n 2 no. 

7. Soit f E 3 ( Z , Z ) .  On lui associe une série formelle Cj de Z[[t]] définie par 

Pour tout k E N, calculer la série C i k .  

Deuxième Partie : Dimensions des conposantes homogenes d’anneaux de 

Z j ( t )  = csp=o f(n)t”* 

polynômes. 

Définitions et notations : Soient k un corps commutatif, r un entier 2 1 et S = 
k [ X 1 , .  . . , X,] l’anneau des polynômes Ir r indéterminées B coefficients dans k. 

Un mon6me de S est un polynôme de la forme Xp’ . . . X,Or avec (01,. . . ’a,) E N‘. 
On notera le multi-indice g = (QI,. . . a‘). On remarquera que par définition un monôme 
n’est jamais nul. 

Un t erne  de S est un polynôme égal au produit d’un monôme par un Clément non 
nul de k. 

Tout polynôme P de S s’écrit P = Ccr,-Nr A,X;ll . . . X,Orl avec un nombre fini de 
coefficients A, E k non nuls. Pour A, # O, A,Xf’ . . . X,Or est alors un terme, on dit que 
c’est un t e r n .  de P et que x;’ . . . xF~ est 1Cmonôme associé à ce terme. 

strictement positifs. Le degrt pondéré d’un terme 
AXf’ . . . x,.r (A # O) est le nombre c:=’=l ctiaj ; ainsi le monôme (ou, par abus de langage, 
l’indéterminée) X, est de degré pondéré ai. Lorsque les entiers ai sont tous égam à 1, on 
parlera simplement de degré. 

Un polynôme est dit homogène si tous ses termes ont même degré pondéré ou s’il est 
nul. Le degré pondéré d’un polynôme homogène non nul est celui de ses termes. Pour 
n 2 O, on note S,, l’ensemble réunion de O et des polynômes homogènes de degré pondéré 
n. Par convention on posera Sn = {O} pour n < O. 

Soit n E Z. La composante homogène de degré pondéré n d’un polynôme est égale à 
la somme de ses termes de degré pondéré n s’il en a, et à O sinon. On pourra noter nn(P) 
la composante homogène de degré pondéré n d’un polynôme P. 

Fixons des entiers al,. . . 

1. Montrer que, pour tout n E Z, Sn est un k-espace vectoriel de dimension finie. On 
notera cette dimension hs(n), ce qui définit une fonction hs de F(2 ,  Z). 
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2. (a) Calculer hs(n) pour tout n E Z lorsque les entiers ai sont tous égaux à 1 .  
(5) Calculer hs(n) pour tout n E 2 lorsque r = 1. 

3. On désigne par S‘ le sous-anneau de S des polynômes indépendants de X, ,  par Sk 
(n  E Z) l’intersection de S‘ avec Sn’ et par hs#(n) la dimension de SA. Calculer hs(n) en 
fonction des nombres hst(rn), pour rn 5 n. 

4. Les notations étant les mêmes que celles de 1.7, on considère les dewséries formelles 

Calculer le terme général de la série formelle produit C ’ x C:=otnar. En déduire 
suivantes C = Ehs et C ’ = E h s , .  

qu‘on a c = n:=,(l - t a s ) - ’ .  

Dans toute  la sui te  d u  problème on supposera désormais que les entiers ai 

Troisième Partie : Idéaux homogènes et relations. 

(pour  i = 1,. . . .r) sont tous égaux B 1. 

Rappel : Tout idéal de S a un nombre fini de générateurs. On notera < PI’.. . Pa > 
l’idéal engendré par les polynômes P l ’ . .  . Pa. 

Définition : Un idéal de S est dit homogène s’il admet un système fini de générateurs 
homogènes. 

1. (a) Soient 1 un idéal homogène de S et P un polynôme de S. Montrer que P 
appartient à I si et seulement si toutes ses composantes homogènes appartiennent à 1. 

(b) Soit I un idéal de S. On suppose que db qu’un polynôme appartient Q 1, toutes 
ses composantes homogènes appartiennent à 1. Montrer qu’alors 1 est homogène. 

(c) On suppose r 2 2. Montrer que l’idéal engendré par les deux polynômes : 

est homogène. 

Notation : Si 1 est un idéal de S, n E Z, on note 1, = I n  S,, l’ensemble réunion de 
O et des Cléments homogènes de degré n de 1. Par convention on a donc 1, = (O} pour 
n < O. 

2. (a) Soient I un idéal de S et n E Z. Montrer que 1, est un sous-espace vectoriel 
de S,. Dans toute  la suite on  notera hsll(n) la dimension de l’espace vectoriel 
quotient S,,/Inl ce qui définit une fonction hs/I de T ( Z ,  Z). 

(b) On suppose r = 1. Décrire tous les idéaux homogènes de S. 
(c) On suppose toujours r = 1. Déterminer la fonction hsll pour tout idéal homogène 

I de S. 

Dkfinitions et notations : Soient N un entier 2 1 et N polynômes FI,. . . J” non 
nuls de S. Une relation entre F I , .  . . FN est un Clément 4 = ( A l , .  . . A N )  de SN tel que 
CL, A,F, = O. S’il n’y a pas de confusion possible, on dira seulement relation. Pour tout 
entier i E [l, N ]  on dit que Ai est la i-ième çomposante de &. 

= ( B I , .  . . BN) deux relations, P un polynôme. La 
somme des deux relations A et B est la relation A + &j = (Al + B I , .  . . AN + BN). Le 
produit de la relation A par le polynôme P est la relation PA = (PA1, .  . . , P A N ) .  On 
désigne par RF l’ensemble (on dira aussi le nodule)  des relations entre FI ’. . . , FN. 

Soient A = ( A l , .  . . , A N )  et 
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Si FI,. . . , FN sont homogènes de degrés quelconques, une relation A = (A l , .  . . , A N )  
est dite homogène si ses composantes le sont et si les polynômes AiFi non nuls sont tous 
de même degré. 

Soit P un polynôme. On note PRF l’ensemble des relations PA, avec appartenant 

Soient M un entier > 1 et M relations &,. . . ,-M. A Le sow-module de relations en- 
PjA;, 

RF. 

gendre par A,,  . . . ,AM est l’ensemble des relations A qui peuvent s’écrire A = 

OÙ Pi, * - - , PM sont des polynômes. Si cet ensemble est égal à RF, on dit que Al , .  . . ,-M A 
engendrent RF ou sont des générateurs de RF. On dira aussi que RF est engendré par 
un nombre fini de relations. 

3. Soient M un entier 2 1, A, B, Al, . . . ,AM des relations et P un polynôme. Montrer 
que si A et B appartiennent au sous-module de relations engendré par Al, .  . . ,AM, il en 
est de même de A + B et de PA. 

4. Montrer que si FI,. . . , FN sont homogènes, toute relation est somme de relations 
homogènes. 

5. (a) On considère l’application p l  : RF + S qui associe à une relation A sa première 
composante. Montrer que l’image de p1 est un idéal de S, qui est homogène si F I , .  . . , FN 
le sont. 

(b) Montrer qu’il existe un entier M > 1 et M relations A i , .  . . ,AM tels que si on 
désigne par R1 le sous-module de relations qu’elles engendrent, toute relation de RF soit 
somme d’un Clément de R1 et d’un Clément dont l’image par p l  est nulle. 

(c) En déduire, par récurrence sur N ,  que RF peut être engendré par un nombre fini 
de relations. 

(d) Montrer que si F I ,  . . . , FN sont homogènes, RF peut être engendré par un nombre 
fini de relations homogènes. 

Quatrième Part ie  : Étude  des relations dans le cas r = 2. 

Notations .- Dans toute cette partie on suppose qu’on a T = 2 et on note X = X1 et 
Y = Xp les deux indéterminées de sorte qu’on a S = k [ X , Y ] .  On fixe un entier N > 1, 
N polynômes homogènes Fi,. . . , FN non nuls de degrés respectifs d l ,  . . . , dN, et on note 
I l’idéal qu’ils engendrent. 

Soit K = k ( X ,  Y )  le corps des fractions rationnelles en X ,  Y .  On munit le K-espace 
vectoriel KN de sa base canonique ( e l , .  . . , eN) .  En considérant tout polynôme comme une 
fraction rationnelle de dénominateur égal à 1, on plonge S daim K et SN dans KN. Donc 
une relation A = ( A l , .  . . , A N )  entre FI,. . . , FN peut être considérée comme un élément 
de K N .  

1. On définit une forme linéaire cp sur KN par cp(ei) = Fi pour i = 1, . . . , N. 
(a) Montrer que RF est l’intersection du noyau de cp et de SN. 
(b) Soit M un entier 2 1. Montrer que si A l , .  . . ,AM engendrent RF, ils forment un 

En déduire qu’on a M 2 N - 1. 
système de générateurs du noyau de cp. 

Dans la suite on fixe A l , .  . . ,AM des générateurs homogènes de RF (qui existent 
d’après III.S.(d)) et on note Aij la i-ième composante de Aj .  
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2. (a) Montrer qu’il existe des entiers 61, . . , 6 ~  tels qu’on ait, pour tout couple 

(b) Montrer que pour toute relation homogène A il existe des polynômes homogènes 
d’entiers (i,j) E [1,N] x [1 ,M],  deg Aij = Ej - di. 

PI, - - * ,  PM tek qu’on ait A = PjA;. 

3. On suppose qu’on a M I .  2. 
(a) Montrer qu’il existe un entier j o  E [l, M] et un Clément (Aj)jEil,Mj,j#jo de k M - l  

tels que, si on pose 
-3 A‘. = + xjY6j-6joAjo pour j # j o  

= A .  
-JO 

alors pour tout j # j o ,  la première composante Aij  de Ai est un multiple de X, et 
,4:, . . . ,A,,,, sont des générateurs homogènes de RF. 

(b) En déduire que RF peut être engendré par des relations homogènes B1,, . . ,EM 
telles que la i-ème composante Bij de Ej soit divisible par X pour j > i. 

(c) Montrer qu’en particulier, si M 2 N ,  pour tout entier j E [ N ,  MI, gj appartient 
k X R F .  

4. On suppose qu’on a A4 2 N et on désigne par R’ le sous-module engendr6 par 
-1 B 3 . . . ,  BN-l,OùB1,..->-A.i B sont des relations homogènes vérifiant la condition de 3.(b) 
ci-dessus. 

(a) Soit A E RF. Montrer que pour tout n 2 1, A est somme d’un élément de R‘ et 
d’un Clément de X ” 7 2 ~ .  

(b) En déduire que RF peut être engendré par N - 1 relations homogènes. 

5. Soient N - 1 relations homogènes cl,. . . qui engendrent RF. D’après 
2.(a), il existe des entiers E ~ , . - - , E N - ~  tels qu’on ait, pour tout couple d’entiers (i,j) E 

(a) Montrer que pour tout n, In est isomorphe, en tant que k-espace vectoriel, au 

(b) En déduire la valeur de la dimension (notée hs,~(n) ,  voir 111.2.) du k-espace 

(c) Montrer que la fonction hs/I ainsi définie appartient à Poo. 

[1, N ]  x [I, N - 11, deg CiJ = ~j - di. 

quotient de @ $ I S n - d ,  par un sous-espace vectoriel isomorphe à $jNzlSn-cJ. 

vectoriel quotient Sn/In* 

Cinquième Partie : Idéaux monômiaux. 

Notation et définition : Dans la suite, S désigne de nouveau l’algèbre des polynômes 
Ic[X1,. . . , Xr] à r indéterminées et r est un entier quelconque 2 1. Un idéal I de S est dit 
monômial s’il admet un système de générateurs formé de monômes. 

1. Soient s un entier 2 1, I =< ml, . . . , m, > un idéal monômial engendré par des 

(a) Montrer que m appartient à 1 si et seulement si m est divisible par l’un des 

(b) Soit F un polynôme non nul. Montrer que P appartient à 1 si et seulement si 

(c) On pose J = (I : m) = (P E S 1 Prn E I }. Montrer que J est un idéal 

monômes ml, . . . , m,, et m un monôme. 

monômes r n l  , . . . , m,. 
chacun de ses termes appartient A I. 

monômial. 

2. Soient s et t deux entiers 2 1, I =< ml,.. . ,m, > et Il =< mi, . .  . ,mi > deux 
idéaux monômiaux. Montrer que‘I n Il est un idéal monômial. 
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3. Soient s un entier compris entre 1 et r et I l'idéal < XI,. . . , X, >. Montrer que la 
fonction hsl1 (voir 111.2.) appartient à Poo. 

4. Soient s un entier 2 1, I =< ml, . . . ,ma > un idéal monômial et m un diviseur de 

(a) Montrer pour tout n l'égalité : 
ml de degré d.  On pose J = (1 : m) et I' = I+ < m >. 

(b) En déduire que la fonction hsll appartient B Poo. 

5 .  Soient s un entier compris entre 1 et T et I l'idéal engendré par les monômes XiX,, 

(a) Calculer la fonction hs/l. 
(b) Soient p et k l ,  . . . , k, des entiers 1 1. Construire un anneau de polynômes SI, un 

2 E 11, SI, j E (s + 171. 

idéal monômial 1' de S' tels que l'on ait, pour tout n 1 1 : 

hsl/lf(n) = fkl (n -k k ~ )  4- * * i- fk, (n + kp). 

Définition : Soient m = X:' . . . XFr et m' = Xp' . . . X,"' deux monômes. On dit que 

deg m > deg m' ou 
deg m = degm' et (al . . . aP) 2 (ai . . . a:) pour l'ordre lexicographique, c'est-à-dire 

On dit que m est strictement supkrieur à m', et on note n > rn', si on a m 2 m' et 

m est supérieur ou égaI à m', et on note m 2 m' si m = m' ou si on a : 

que si io est le plus petit indice i pour lequel ai # ail alors aio > c&. 

m # m'. 

6. (a) Montrer qu'on définit ainsi une relation d'ordre total sur les monômes. 
(b) Montrer que si m,m',m'' sont trois monômes tels que m > m' et m" # 1, alors 

(c) Montrer que.tout sous-ensemble non vide de l'ensemble des monômes a un plus 

(d) Montrer que pour tout monôme m, il n'existe qu'un nombre fini de monômes m' 

on a mm" > m'm'' > 7111. 

petit élément. 

avec m > m'. 

Définitions : Soit P un polynôme non nul. A chacun de ses termes est associé un 
monôme. On appelle terne initial de P,  et on note inP, le terme de P correspondant au 
plus grand de ces monômes. 

Soit I un idéal de S non nul. On appelle idéd initial de 1, et on note i d ,  l'idéal 
monômial engendré par les termes initiaux des éléments non nuls de 1. 

8. Soient I un idéal non nul, J = in1 son idéal initial, M l'ensemble des monômes qui 
n'appartiennent pas à J, et M' l'ensemble des images dans le quotient S/I des déments 
de M. 

(a) Montrer que tout monôme de J est le terme initial d'un polynôme de 1. 
(b) Soit P un polynôme non nul tel que P # inP. Montrer que in(P - inP) < inP. 
(c) Montrer que M' est un système libre du k-espace vectoriel S/I. 
(d) En déduire que M' est une base de S/I. 
(e) Montrer que pour tout idéal homogène I de S, la fonction hs/I appartient à Poo. 


