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composition de mathématiques générales 

Avertissement. 
Les parties 1 et II sont indépendantes du reste du problème. Le candidat est libre de traiter le problème 

dans l'ordre qu'il souhaite en admettant clairement des r6sultats énonces dans des questions prbcédentes du 
problème. Il sera tenu le plus grand compte de la clart6 et de la précision de la rédaction. 

Notations. 

Si A est une partie d'un ensemble B, on notera B-A le compl6mentaire de A dans B. Soit '& un espace 
affine euclidien. On note II II la norme de l'espace vectoriel euclidien dirigeant '&. Par sous-espace de '&, on 
entend sous-espace affine de '& muni de la structure euclidienne induite. Pour tout point c de '& et tout réel 
r > O, on note B (c, r)  (resp. S (c, r))  la boule ouverte (resp. la sphère) de centre c et de rayon r, c'est-bdire : 

B (c, r) = { p  E % I Ilp - c I I  < r )  et s (c, r) = ( p  E '& I llp - c I I  = r ] .  

Toutes les boules ou sphères considérées dans le problbme sont de rayon strictement positif. On appelle 
cercle une partie C de 8 telle qu'il existe un sous-espace 8 de 8 de dimension 2, un point c de 9 et un r6el 
r > O tel que C = 8 f l  S (c, r). On appelle alors disque de bord C l'ensemble D = { p  E 9 1 II p - c II .I r ) .  

PARTIE 1 

Soit 8 un espace affine euclidien de dimension 2. On veut montrer que l'on ne peut pas recouvrir '% par 
un famille de cercles disjoints. Soit (CI); E ,  une partition de '& en cercles Ci de rayon ri > O ; on note Di le 
disque de bord C, . 

1. Construire une suite (iJn d'Cléments de 1 telle que : 
1 

D ; ~  + c D;" et ri. + 5 ri, 
2 

pour tout n. 

2. Quedirede n Dln? 
n E N  

3. Conclure. 

PARTIE II 

Scit 8 un espace affine euclidien de dimension 3. 

1. Soint p et q des points distincts d'un cercle C et soit D le disque de bord C. Montrer que D - [p,  q }  est 
réunion disjointe de segments de droites de longueur non nulle (on dessinera d'abord soigneusement la 
famille choisie et on démontrera ensuite qu'elle convient). 

2. Soient p et q des points distincts d'une sphère S. Montrer que l'on peut recouvrir S - (p, q )  par une famille 
de cercles disjoints (on pourra utiliser la question préddente). 

Soient A une droite de '% et O un point de A. 

3. Montrer que l'on peut trouver une famille de cercles (C,,,),,, telle que : 
- les centres des cercles C, soient sur A; 
- toute sphbre de 8 de centre O coupe U C, en exactement deux points (on dessinera d'abord 

ni E Z 

soigneusement la famille choisie et on démontrera ensuite qu'elle convient). 

4. Montrer que '& est réunion disjointe de cercles. 
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PARTIE III 

Dans toute la suite du problkme, on munit l'espace vectoriel R" , n 2 1 , du produit scalaire usuel, not6 
( , ). On identifiera souvent une matrice 'réelle M carrée d'ordre n et l'endomorphisme de R" de matrice M 
dans la base canonique. En particulier, si P est une partie de R", on note M (P) l'ensemble des M (x),  pour 
x parcourant P. On notera 11 M II la nome de l'endomorphisme M, c'est-bdire : 

I I  M 11 = sup I I  M ( x )  11. 
rER". llxll = 1 

On rappelle le théorème d'orthonormalisation : étant donnd une base (x ,  , . . ., x,,) de R", il existe une 
unique base orthononnée (yl , . . . , y,,) de R" telle que yi soit dans l'espace vectoriel engendd par x1 , . . ., xi 
et que ( x ,  , y i )  soit strictement positif pour tout i E ( 1, . . ., n). On note GL, (Z) le sous-groupe de GL, (R) 
formé des matrices M telles que M et M -  ' soient A coefficients entiers. 

1. Montrer que toute matrice M de GL, (R) s'écrit de façon unique sous la forme M = KDT, oil K est une 
matrice orthogonale, D une matrice diagonale B coefficients diagonaux strictement positifs, et T une 
matrice triangulaire supérieure & coefficients diagonaux égaux & 1 (on pourra appliquer le thdorkme 
d'orthonormalisation aux colonnes de M). 

On dira que (K, D, T) est la décomposition d'Iwasawa de M ; on notera ri,, (M) les coefficients de T, et 
d, (M) les coefficients diagonaux de D. 

2. Montrer que GL, (2) est l'ensemble des matrices à coefficients entiers de dkterminant 2 1. 

On note 2, l'ensemble GL, (R)/GL, (Z) et T~ la surjection canonique GL, (R) + X,, . Pour tout Clément 
M de GL, (R), on notera [MI sa classe T,, (MI, c'est-à-dire le sous-ensemble M * GL, (Z) de GL,, (R). 

3. Existe-t-il une structure de groupe sur 2, telle que T,, soit un morphisme de groupes ? 

On rappelle qu'un sous-groupe r de R" est un réseau s'il existe une base 'c: = (fi, . . . ,h) de R" telle que : 

On dit que 'c: est une base du réseau r. On note 3, l'ensemble des réseaux de R". 

4. Montrer que l'application : 

r = {  a , ~ + . . . + a , ~  I al , . . . ,  a , ~ ~ ) .  

GLn(R) + an 
M - M(Z") 

se factorise & travers T,, pour définir une bijection %, + 3, . 

Donner une interprétation géométrique de v(T) pour un réseau r. 
5 .  Montrer que l'application M H 1 det (M) 1 définit par passage au quotient une application v : a,, + R. 

On pose e = (1, O, . . ., O). Soit cp : GL, (R) + R l'application M H II M(e) II , et soit Ju une classe dans 2,. 

6.  Montrer que toute boule de R" ne contient qu'un nombre fini d'Cléments de r. 
7. Montrer que cp atteint son minimum sur A. 

Une matrice M dans GL, (R) telle que cp (M) = min cp ([MI), c'est-&-dire telle que cp (M) 5 cp (MA) pour 
tout A dans GL, (Z), sera dite minimale. 

8. Soient M une matrice dans GL, (R) et (K, D, T) sa décomposition d'Iwasawa. Exprimer cp (M) en 
fonction des coefficients de D. 

2 9. Si M est minimale, montrer I'inCgalité d ,  (M) 5 - d2 (M). 
fi 
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On note Y, l’ensemble des matrices M E GL, (R) qui satisfont aux inégalités : 
2 

d,(M)S -di+I (M) pour 1 l i < n .  fi 
Lx but des deux questions suivantes est de montrer par rkurrence sur n l’égalité T, (9,) = 2, , 

10. On suppose dans cette question T,- (9,- ,) = 2,- . Soient M une matrice dans GL, (R) et (K, D, T) 
sa décomposition d’Iwasawa. 
a. Montrer qu’il existe une matrice A dans GL, (2) telle que : 

où b, , . . ., b, sont des réels, et où M’ est dans T,,- . 
b. Exprimer la décomposition d’lwasawa de MA l’aide de celle de M .  

11. Montrer I’égalité T,(T,,) = 2,. 

12. On définit des applications m : 9’in R et v : 3, R en posant, pour tout réseau l“ dans R” , 

Montrer les inégalités : 

- 13. Calculer m (r) et y (r) pour les réseaux suivants : 

z“ dans R“; Z(1,O)CBZ (i -,- T) dans R2. 

1 
2 

14. On note Y, l’ensemble des matrices M de T,, qui satisfont aux inégalités 1 ri ,, (M) 1 5 - pour 
1 5 i < j c: n. Montrer I’égalité T, (Y,,) = En.  

PARTIE IV 
* 

On identifie 91, et -2, A l’aide de la bijection construite en (IIIA.). On munit 91, de la topologie dont 
les ouverts sont les v,,(U) od U est un ouvert de GL,(R). 

1. Montrer que l’application T,, est continue et que 3, est séparC. 

2. Montrer que l’application v dkfinie en III5 est continue. 

3. Soit U une partie compacte de GL,(R) . Montrer qu’il existe une constante c > O telle que : 

II M ( x )  II 2 c II x II % 

pour tout M dans U et tout x dans R“. 

4. Montrer que les applications m et y dCfinies en III.12. sont continues. 

5 .  Soit 9 une partie f e m k  de l’ensemble Y,, dkfini en III.14. Montrer que 9 est compacte si et seulement 
s’il existe des réels strictement positifs a et p tels que d ,  (M) 2 u et d,(M) 5 p. pour tout Clément M 
de 9. 
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6. Soit 9 une partie fermQ de CJt" . Montrer que 9 est compacte si et seulement si les deux conditions 
suivantes sont r6alisCes : 
(i) v ( 9 )  est une partie major& de R; 
(ii) il existe un voisinage U de O dans R" tel que pour tout dseau r de 9, on ait r n U = (O). 

On note CJti la partie f e d e  de a,, fo- des &seaux l" tels que v ( r )  = 1, et on note y' : '3; + ]O, + O=[ 
l'application induite par y par restriction. 

7. Montrer que y et y' ont même image. 

8. Montrer que l'image kiproque par y' d'un compact de ]O, + -[ est compacte. 

9. Montrer qu'il existe un réseau r dans R" tel que ym = sup y(Y). 
rsa, 

PARTIE V 

Soit r un &eau ; on note S (r) l'ensemble des a E r tels que II a II = m (r) et Br l'ensemble des 
formes bilineaires sym6triques B sur R" telles que B (a, a)  = 1 pour tout a E S (r). 
1.  Exhiber un ClCment de Br . 
2. Montrer qu'il existe un r&l c (r) > 1 ne ddpendant que de r tel que : 

pour tout M dans GL,(R) et tout y non nul dans r-S (r). 
3. Montrer l'existence d'un voisinage U de la matrice identitd In dans GL,,(R) tel que 

s( M (r)) c M(S(r)) 
pour tout M E U. 

Soient B et B' des ClCments de Br et soit M la matrice de B-B' dans la base canonique de R" . Soit a 
un réel ; on rappelle (et on admettra) que pour 1 a 1 'assez petit, il existe une unique matrice ddfinie positive 
M, de carr6 1, + aM. De plus, lim Ma = 1,. 

4. Montrer que pour 1 a 1 assez petit, on a m (Ma (r)) = m (r) . 
5 .  Donner un d6veloppement limitC d'ordre 2 de la fonction a H det (Ma) au voisinage de O. On suppose 

6. On suppose dans cette question que Br a un seul CICment. Soit 9 une base de r. 

a-O 

dans cette question seulement y (r) = sup y (Y). Montrer que Br a un seul C16ment. 
rca, 

a. 

b. 
c. 

d.  

Soit B une forme bilinkaire symdtrique sur R" . Montrer qu'il existe un syst&me linbire X dont le 

nombre d'kquations est - Card S (r) tel que : 1 
2 

Montrer que S (r) a au moins n (n + 1) Cldments. 
Exprimer le determinant de la matrice (( b, b'))b, y 

En dCduire que y (r)n est rationnel. 

B est dans Br si et seulement si les B (b, b'), pour b, b' dans 9, sont solutions de X. 

en fonction de r. 


