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Le but de ce problème est i'étude d'une équation intégro-différentielle, ie probième

de Viiine-Schwarzschild (MSa-b) cldessous, qui intervient en Astrophysique pour décrire

ia diffusion de la lumière dans les atmosphères stellaires. Parallèlement, le problème fait

étudier une méthod.e de résolution, due à Wiener et Hopf, pour une classe d'équations

intégrales reiiées au problème de Miine-schwarzschiid, dont l'exemple typique est le problè-

me (WH) ci-dessous.

La partie Ii peut être résolue sans faire appel aux résultats de la partie I, mais en

utilisant ia c|éfinition de la fonction K donnée avant la question I 2] a), définition qui fait

elle-même appel à ia fonction Ei du I1] a). De même les questions IV 1] àry 6] incluses
peuvent être résolues sans faire appel aux questions précédentes. Enfin les questions V 1]

à V 2] b) incluses ne font appel qu'aux résultats des questions IV 1] à iV 6] inciuses.

Notations et rappels.
Sauf menlion explicite du contraire, toutes les fonctions considérées dans ce problème

sont à vaieurs dans C.
1) Pour tout z € C, on note Rez sa partie réelle et Imz sa partie imaginaire.

2) Pour tout / € 11(R), on note / sa transformée de Fourier, définie pour tout ( e R par

On notera également f la transformée de Fourier d'un éIément g de L2 (R), définie par

prolongement continu de la transformée de Fourier sur ,l n r2(R). On rappelle que

I'objet p ainsi défini est un élément de I2(R); en particulier g s'identifi.e à une fonction

Lebesgue-mesurable définie presque partout.

3) Pour tout r ) 0, on notera

S ( r )  : { z e  C  t . q .  i l m z l  ( r } ,  5 1 r ; ' : { z e  C  t . q .  i l m z l  < r } '

On notera également, pour tout r € R,

P l : { z e  C l I m z ) " } ,  P , : { z e  C l I m z < r } ,

e t  
PI  =  {z  e  Cl lmzà r }  ,  F ,  :  {z  €  Cl Imz < r } .

a) On notera rlr.(R,) I'ensembie des fonctions / défi"nies presque partout sur R et Lebesgue-

mesurabies teiles que, pour tout "R > 0,

5) On notela in la clétermination principale du logarithme népérien, c'est-à-dire l'unique
fonction holomorphe sur C \ R- protongeant la fonction logarithme népérien définie sur

R l .

r *co

î@: J_* 
"- r l ry@)dr.

y R

I  l tCl ldu soit  f inie.
J - R
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6) Etant donnés deux points z1 et z2 du plan complexe et une ibnction / intégrable sur Ie

segûrent f.zt, zzl, la notation

[ " '  , ,  , ,  \ '  .  r  '  f l
I  J  (z)dz désigne Ie  nombre ( " , - -  t t )  |  f  ( ( t  -  t ) r t  *  tz2)dt .

J  r ,  J o

7) Etant donnés o € R, et une fonction / Localement intégrable sur la droibe d'équation

Irnz : o, la notation

f  / t '  \
|  |  |  l / ( ' ,  g) ldY )  cJr (  *co '

J R  \ J R  /

[  / ,  \

/  (  l l r @ ' u ) l d r ) d s < + o o '
J R  \ J R  /

un éiément de I1(R'), ies fonctions définies p.p. sur R

f f
t . +  |  f @ , ù d a  e t  a , +  |  f ( r , y ) d r

/ R  J R

éléments de 11(R) et  I 'on a

/  r  \  r  /  r  \  r r
(  |  f ( x ,a ' )ds l  d "  :  |  |  |  f ( r , y )dx l  d ,a  :  |  |  f ( r , v )d rdv
\ . J R  /  J R  \ J R  /  , I L ç 1 '

: a l , r r c  i ' d é f i n i t

définisseni des

t
I

J n

S*x:* ia  f  +*

I  f (z)dz désigne I f( ,  +' ia)dt,
J -æ*ia J - -co

ioisque cette dernière intégrale impropre converge.
8) On rappelle un énoncé du théorème de Fubr,nz: soiL / :  (r,y) r+ f @,A) une fonction

boréj ienne sur R2. Alors,
.  pour  tout  r  €  R ( resp.  pour  tout  g  e R)  1a fonct ion T@, ' ) :  ?J è T@,A) ( resp.

f  ( . , U ) :  r  +  1 @ . A ) )  e s t  b o r é l i e n n e ;
o ies fonctions défi.nies sur R à valeurs dans [0, +co]

f f
,  * ,  

J* l f  @,a ' ) lda et  ,  *  
J* l f  

( r ,y ) idr

sont borél iennes.
De plus, si

ou b ien s i
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I

1] a) Montrer que, pour tout r € R|, les inbégrales

7 * æ  o - t  7 * x :  o - x t

|  : _ a t e t  I  :  a t
J,  t  l r  t

convergent et sont égales. Dans la suite du problème, on notera Ei(z) la quantité ainsi

définie.

i ]  b) Montrer que I ' intégrale 
rr 1 _ o-t

I -  I  
'  

,  - a t
Jo t,

converge. lvlontrer que, lorsque r -+ 0+, Ei(r) * lnc converge vers une limite finie que

i'on calculera en fonction de .I et Ei(1). (On pourra exprimer Inr sous la forme d'une
intégrale).

o - û

1] c) Montrer que, pour tout r € Ri, 0 < Ei(r) < -.

i] d) Montrer qu'il existe une suite de nombres réels (o",)",.* que I'on demande de calcuier
telle que, pour tout l/ € N,

N - 4 l - r \

Y r : / . - \  \ -  e '  ^  |  e - : \
! l i ( c ) :  z_^anr iT t  * ,  

\  $+ ,  )  
,

- = u

pour r -+ +oo. (On pourra intégrer par parties).

1] e) Déduire de ce qui précède que Ei € Ip(Ri) pour tout p € [1,**[.

On note dans la suite du probième K I'application définie sur R* par

r  ,+  K ( r )  :  àEi ( lz l )

et K la transformée de Fourier de K.

2l a) Justifier que la fonction Ê est une fonction continue sur R, appartenant à r2(R).
Déterminer i im Êtg).

€-++oo

2] b) Montrer que Ia fonction K se prolonge en une fonction holomorphe sur S(1) (encore
notée K dans ia suite du problème).

2] c) Montrer que, pour tout n e) - 1, 1[, I 'application ç * lf (€ * z4) appartient à ,2(R).

2] d) Ivlontrer que pour tout € e R., Ê(€) :9Ar.tun{ or) C est une constante que l 'on
ç

demande de calculer. Calculer également k(O)

3] a) Donner un équivaient de 1 - Ê(r; pout z -+ 0.
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3j b) N{ontrer que, pour tout  z € '9(1) '  I 'on et

-  ^ - .  r + *  7 2 - 2 2
K ( t ) - K ( z ) :  I  n 2 ,  t t r d t

J !  l "  |  *  |

r+* dt
(On pourra considérer I ' intégrale / E:j pour tout z e 5(1)).

J l  L  - r .

En déduire que K(;) est réel si et seulement si z est soit réel, soit irnaginaire pur de

rnodule str ictement inférieur à 1.

3i c) Nlontrer que 0 est le seul zéro d.e 1-K dat t S(t). (On pourra colnmencer par étuCier

ie serrs de variat ion srir ]- 1.- i-cc[ de 1:r lbnction o* [** * ^ I
J t  t " t Q

I I

Orr considèr 'e clzrns cette part ie l 'équat ion intégrale d' lnconnue /  e I /" . (R):

f + *
/ ( r )  :  I  X( r  -  ù f  (ùd,a,  p .p  en r  €  R,  ( ,EI )

J _u:

ou / esf une fonction tel le que, poul plesqlre tout r € R, :y ,- K(r - U)f 0) définit  urr
é léu ren t  de  I I (R ) .
11 i\lontrer que totite lbnction affirie sut'R est solr"rtion de (EI).

2l a) Soient i- et G deux éléments de I l(R). Niontrer qr.re la Ibnction,y' définie pour

presqr le  tout  (z ,y)  €  R'  par  $( r , 'A) :  F( : r  - 'ùG(A)  appar t ient  a  11(R,2) ;en dédui re que

I'explession 
r+v.

F  xG( r )  :  I  P ( ,  - ' y )G(y )dy
J *cr,

existe polr l  presque tout r € R et définit  un élénrent" F xG de tr1(R). lvlontrer enfrn que

{ lF  *  G l l l ' (R )  <  l l ,F l l r , , t n t l iG r r r , (p1 )  .

2j b) Nlorrr.rer que, pour tout { e R, l 'on a f' l?tel : Ê(e)C(q)
3l  a)  Soient  F € I t (R)  et  G e I t (R) .  Montrer  que } 'expless ior t

f = æ
F xG(r) :  I  F(! :  -  a)G(a')da

./ -ct:

exisfe pour presque tout r € R et définit  un élérnent F xG de L2(R). Montler que

l lF  *  G l l7 , , (R)  <  l i r l i r ' 1n ; l lG i l r , ln ;  .
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A

(On pourra chercher à appliquer ]e résultat de Ia quesrion Ii 2] a) aux fonctions lFi et
l c i 2 )

3] b) Iv' iorrtrer que, pour presque tout € e R, ] 'on a F?biCl : f (ç)ô(€). Cette relation
r - f - e l l o  l i o u  n n r r "  f  n r t f  Ê  c  P ?

u v u !  \  \  r e .

i r  î - - ^ . . - . ^ *  + ^ . . r ^ ^  r e c  q n l r r f  i n n c  r l c  / E T \  n n n r r l n n . - +  À  I  I  ' * '
+j  l rouver  tou tes  1- -  - - ^ * - - - -^ -  * -  , , *^ , )  appar renan i  a  r t ( t t ) .

5]  Trouver toutes ies solut ions de (EI) appartenant à tr2(R).

On considère dans cette
"Trouver toutes les

f  ( r ) :  O(""")  lorsque r

I I I

partie le problème suivant
fonctions / continues sur R* telles que, pour

-) +co et

r**
I  N(" -  A)f  (ùda, pour tout  r  € R1 ."

J O

lout a € R"i,

f  ( - \  - (WH)

Dans toute cette partie, on suppose que le problème (!VH) admet au moins une
solutiori non identiquement nuile, que I'on note /. On raisonnera dans toute cette partie
par conditzons nécessa'ires sur f ;  l 'eristence d'u'ne tel le solution sera aérzf,ée plus lozn
(partze IV).

11 a) Pour tout p € R, on définit les fonctions &, Gp eI KB par

FB@) :  r -o '1ç r )  s i  r  )  o ,  F 'p ( " ) :  o  s i  r  <  o ,

n-Fco

G B @ ) :  0  s i  r  )  0 ,  G p ( " )  :  - e - a '  I  x @  - ù f @ ) d y  s i  r  <  û ,
J O

Kp( r ) :  e -Ê 'K ( r ) ,  Pou r  i ou t  r  €  R* .

Nlontrer que Gs(") :  O(e-l" l1lorsque r -> -co.

1] b) Ivlontrer que, pour tout É e]0, I l ,  FB, Gp et KB €rt(R.), et que Fp - Kpx Fp : çU.

n-Foo

2l a) Montrer que f intégrale ô(r) :  |  "-0"'  f  (x)dr converge pour tout z e Po et
J O

définit une fonction holomorphe sur Po .

2]  b)  Expl ic i ter  une relat ion enlre FB et  p,  pour tout  B €]0,  1[ .

2] c) Montrer que ôs se prolonge en une fonction holomorphe sur P1, (encore notée ôs).

21  d)  Mont re r  que,  pour  tou t  z  e  P !1aP; ,  l ' on  a  ô ( t ) ( t  -  k ( r ) ) :  Gc( . t ) ,

z z  4 - 1
3 l  a )  o n  p o s e ,  p o u r  t o u r  z  €  s ( 1 )  \ { 0 } ,  A ( t ) : ; ( t - À ( z ) ) .  M o n t r e r  q u e  A  s e

orolonpe en une fonct ion holomornhe san.s zéros sur.9(t) ,  encore notée,4. d"ans Ia sui te du
1

n r n h l À m a  p f  a r r o  l o r s o l e  l z l  - +  + 6 - ç ;  a v e c  l l m z l  <  1 ,  I ' o n  a l A ( z )  -  1 l :  O ( : - \y r v v r l r r r v  u u  Y u w )  r v a u Y u u  i l l  I  t ! ^  4 Y U U  l a r r r e l  \  f r  r v u  s  . l  -  " ,  

l r l r .
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3] b) Déterminer f image par A de i 'axe réel. (On pourra se ramener à étudier Ie sens cie
variat ion d'une fonction).

3l c) Nlontrer qu' i l  existe a e]0, 1l te1 que

a ( S ( a ) )  c  { z  €  C  t . q .  R e z  >  } } .

On gardera cette ualeur de a jusqu'à Ia f,n de la partie III.

4] a) Montrer que) pour Lout z Ç C,

SR+ta In ,4 (t) s- Rti. ,  ln .{(r )
l^  ,  _ï  dt  -+ o,  et  que 

J_*_0,  
' f ia t  -u o

lorsque fi + +oc.

a] b) ivlontrer que 1es fonctions A-p et ,4- défrnies par ies formules

,  ,  \  /  I  / ' + c o - ? a l n A ( t ) . \- f + , . 2 ) : e x p { _  /  . - d t l
\ Z X 1 T J _ c o _ j a  t - Z  /

et

A-lr) -  exp ( !  [-  
-  ' ' "  In '4(t)  

rr)
\ l x : t  J _ @ L i a  t - z  /

sont hololnorphes sur P1o et P, lespectivernent. Déterminer les zéros de ,41 et ,,1-.

4] c) tvlontrer que. pour tour z e S(c), l ,on a A(z) : +9'1-\z )

5l Soit -A/ € N* et soit ô une fonction holomorphe sur C rel le que lo(r) i  :  o(lzlN+1)
iorsque lz1 -+ -rcrc. Montrer que Q est un polynôme de degré au plus À*.

Soit donc / solution du probl.ème (WH) , rb eI G6 étant les fonctions qui lui sont
associées par ies questions III i] a) et iII Z] a).
6 j  a)  lv lont rer  que,  pour  tout  z  ep lonp; ,

( z + i , ) G o ( z ) :  , ' ô ( r )
A + ( r )  ( z  - ; , ) A _ ( z ) '

6l b) \ ' lcintrer qu'i l  exi.ste une constante C telle que, pour tout z €pç,1'on ait

ô(r) :  c :#, t_t ; t

(On pourra comrnencer par montrer que la fonction définie par H(z): 
6!#6 

r,
prolonge en une fonction hoiornorphe sur C teile que lH(r)i : O|"1) po,ri 1r1 - +Àj.
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7] a) Soit / solution du problème (!VH) et soit @ la fonction qui iui est associée par Ia
quest ion i i I  2]  a) .  Montrer que, pour tout  p €]0,  1[et  tout  r  > 0

f - * - i p  . . .  , - ^ d . z
f ( r ) :  |  ô ( z ) e " " - .

J-*-- io 
'  \  /  2r

7j b) ivlontrer que pour tout o' e]0, o[

1 * c o * z a '

I  .  ,  "0" L4 '+-(z)dz :  o(e- " ' ' )
J  - æ + i ! L '

Iorsque u i '+cc,

7] c) Soit C ia constante associée à r! par le III 6] b). Soit a' el0,ai. Montrer que, pour
tout r  )  0,

1 * u t * i a '  7 - ;  à

r@) - c I
J -c>a* ia '

orl a et b sont des constantes que l 'on exprimera en fonction de.4-(0) et / ' -(0).

7l d) Soit r e]0, alet C+ (0, r) le demi-cercle orienté négativement centré en I 'origine et de
rayon r inclus dans P6+. Montrer que

/  ' ,  r  ' , \
A - ( o )  - e x p ( + l  h . A ( r ) i )

\  
4 r l t  J  6 +  ( 0 , r )  "  

/

En déduire la valeur numérique de A-(0).

7] e) Déduire de ce qui précède que le problème (WH) admet au plus une solution / telle
que /(r) - n lorsque r -+ *co, ainsi que la formule exprimant /(z).

On uértf,era dans la partie IV I'eristence d'une fonction f uéri,fiant (WH) et la con-
d i t ion T@) -  x  lorsquer  r  *oc.

IV

Dans ia sui te du problème, on note B: R+ x ( [ -1,1]  \  {0})  et  on pose

t  :  { u  :  B  - + R l V p  €  [ - 1 , 1 ]  \  i 0 ] ,  u ( ' , t r ) €  C 1 ( R + )  e t  u  €  I - ( B ) ] .

Pour toute fonction u Ç t, on notera, pour tout r € R".,

p L
: - u ) ( " ) : ï  |  u ( r , p l d p t .-  

J _ t

Soit enfin à : ]0, 1] -+ R appartenant à I-([0, 1]). On considère alors Ie problème
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"'Irolrver toutes }es fonctions u € t telles que

ô u ,
I t A r \ r , t t ) * u \ r , p ) -  < u )  ( r ) - : Q ,  z  )  0 ,  0  <  l f r i  <  i ;  ( M S a )

u Q , ù : n 1 t ) ,  0 ( ; - i ( 1 . "  ( M S b )

Soit  u € t  solut ion de (MSa-b).

1l a) \,{ontrer que I'application f, définie sur R1 par

ç l

r , + T u ( r )  : i f  
. u " @ , p ) d p

est consrante sur R1. (on notera désormais F, cette constante).
11 b) On nole Ç, l 'application définie sur R, par

1 r
r r ) Ç u ( r )  :  i  |  . u ' " ( r , L ù d r t .

Calcuier. pour tout z ) 0, Ç"(r) en fonction cte Ç,(0) et Fu.
il c) Nlontrer que la constante Fu est nulie et que I'application Ç., est consta,nte sur R1.
(On notera désoi-mais Çu cette constante).

2] a) On note Hu I'applicarion défi.nie sur R* par

1 r
x , + ' ) 1 u ( " )  :  ï  |  , u " @ , r r ) 2 d 1 , .

\'Iontrer que I'applicaiion ']1u est décroissante sur R_p.
2] b) Montrer que I'application (r, p) ,+ u(r, tt)- < u > (") définit un élément de L2(B).
2] c) Nlontrer que, pour tout r € Ra,

?1,(r) :  + f t  t" lu(r,  tL)- < u > (r)12d1.t.
J _ T

2] d) Vlontrer que U,(r) -+ 0 iorsque r -+ +cc.
2l e) Nlontrer que

2 1

i l r -  < ,  >  i l ' r , t " ,  {  C,  I  pLh(p, )2d.p,
J O

or) Cr est une constante que I 'on précisera.

3] Moritrer que ie problème (MSa-b) adnet au plus une solution dans t qui soit continue
sur  E.
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4l a) Ivlontrer que; pour tout r > 0,

, t ' '  I
u ( r , t ù : e - r / t " h ( p ) +  |  e - l ' - u t / u -  . u > ( a ) d y ,  0 {  p .  1 7 ;  ( 1 a )

Jo !"1

r+ -  I
u ( r , p ) :  |  , - \ a - ) / i u ,  * . u > ( a ) d a ,  

- 1  < p < 0 .  ( 1 b )
J " ll'L'

al b) Soit u €. €. Montrer que l 'application r *+< , > (z) est continue sur R;.

4] c) Montrer que le problème (lvlSa-b) admet au plus une solution dans 6.

On suppose dans les questions IV 5] a) à c) incluses que h(p) ) 0 pour tout p €]0,1].

5i a) On définit  une suite de fonctions'r.Ln: B -+ R par les relations de récurrence, valables
p o u r t o u t n € N :

f ' r  1

u n ' , y ( , r , p ' ) :  s - ' / u  h ( p t )  +  |  , - { ' " - u ) / u  !  a u . >  ( U ) d a ,  0  (  p S 1 ,
J o  P

r + *  ,  , , ,  I
un+ t ( r ,  p )  :  I  e . - \ a - ' ) /  l p l  - : -  <  un  >  (A )dA ,  -1  1  p t  - -0 ,

J, l l -Li
et que i 'on inir ial ise en prenanr pour u6 la fonction nulle. i l {ontrer que) pour tout (r, pr) €
B ,

0  (  u6 ( r ,  p )  S  u t ( r ,  p )  S  . . .  S  u , , ( r ,  F )  I  un+ t ( r ,  t t )  <  .  . .  5  l ] â l l r - ( [ 0 ,1 ] )  .

5] b) Montrer que, lorsclue n -+ i-cc, urr(r,pl) converge simplement sur B vers u€ L*(B)
vérifiant les relations (1a-b).

5] c) lvtontrer que u€ t et que'u est solution de (MSa-b).

On abandonne désormais l 'hypothèse selon laquelle h(p) >- 0 pour tout p €]0,1].

5] d; Montrer que) pour toute fonciion h : ]0, 1] -+ R satisfaisant h e L* ([0, 1]), Ie probième
(MSa-b) admet une unique solution u appartenant à 6.

ô] a) Déterminel les fonctions 9 : [-1,1] -+ R appartenant à r*( l-1,1]) et tel les que la

f o n c t i o n  u :  ( r , p ) 4 r + g ( p )  v é r i f i e

0 u '
u f i @ , 1 - t ' ) + u ( r , p ) -  < u  )  ( r )  : Q ,  r  >  0 ,  0  (  i p l  S  1 '

6] b; Montrer qu'il existe une unique fonction w : B + R soiution du problème suivant:

o w ,
u f i @ , p , ) + w ( r , p ) -  < t r )  ( r ) : Q ,  r ) 0 ,  0 (  l p l S l ;  ( 2 a )

i . r . ' ( O , p r , )  : 6 ,  Q < l : < i .  ( ' 2 b )

l'application (r, p) è w(r, p) - r définit un éiément de 6 . (2r)

6l c) Calculer, pour tout c € R+, f intégral. à /] ,  LLw(.r,p)dp.

7] a) Soit u la fonction définie au IV 6] b) Montrer que i 'application r r+< Tr., > (r) est
} 'unique solution du problènre (WH) qui satisfasse en outre la condit ion < ?, ) (r) - r

lorsque z -+ *cc.

7 l  b)  Calcu ler ,  à  l 'a ide de la  fonct ion.4 du I I I ,TT(0, -p)  pour  tout  p  €]0,  11.  Dans toute
1a su i te ,  or r  no lera W (p)  cet te  quant i té .
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Soit  à : ]0,  1]  -+ R appartenant à,L-( [0,  1]) ,  et  soi t  u la solut ion du problèrne ( ] lSa-b).

1 ]  \ lonr re r  qu€,  pour  tou t  ?  €  [0 ,1 [

f + -  f r  .  . , ,  , ^ . - .  -  C ,  f r  . ô
|  | ' t u ( r , t ù -  <  u >  ( " ) 1 2 e 2 t " d r d p <  - : î  |  u h ( u ) z d u ,

J 0  J - - l  \ i -  / / J 0

où Cz est une constànte que I 'on déterrninera.

2] a) Soit I  :  3 ( Lf 'u ). lylontrer que, pour tout r à 0.

|  < u > (") -  t l '  S C, [ '  fuQ,t))-  < u> (r)12d,1,r. ,
J - t

où G est une constante que I'on dételminera.

21 b) Montrer que, pour tout 7 € [0, 1[,

r *o:  r r  n^ 11
|  |  lub,  tù  - -  l l2e?t 'drat '  S ;Y ,  I  p t t t (p t )2, \p .

J o  J * L  \ t - 7 ) J o

où Ca est une constante que l'on dé'r,erminera.

3l Exprimer I en fonctiorr de W et de h. (On pourra considérer la fonction

rf .
I

r  è |  pw(r,  -pr)u(x, p,)dp,
J _ t

ou r.u la solut ion d1r nrnhlorncr ()a-c\  rntroduit  au IV 6] b) )

FIN
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