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Probleme 2 : Agrégation externe 2001

Corrigé de I’épreuve d’analyse
Etude du probléme de Milne-Schwarzschild.

Solution par F. SUFFRIN, Lycée Kléber Strasbourg

Partie 1

1-a Etude de I’exponentielle intégrale : Considérons x un réel > 0.
—t

e
L’application ¢ — — est définie continue sur [z, 00|, négligeable devant t +— e

au voisinage de +oo. Il en résulte la convergence de

+oo —t
€
| G
- t

Par ailleurs, le changement de variable ¢ = xs fournit

+oo —t +oo _—xs
e e
L/._ﬁ:/ ds
T t 1 S

—t

d’ou le résultat.

1 —
1-b Existence de I : L’application t — est définie continue sur |0, 1],

prolongeable par continuité a 1’origine par 1. Il en résulte la convergence de I.

lim Ei(z) +Inx = Ei(1) — I : Cela découle de la relation :

z—>0+

400  —t 1 1 ot
Va>0, Ei(x)—i—lnx:/ BTdt—/ te dt.
1 T

—x

e
1-c 0 < Ei(x) < : L’inégalité de gauche est claire.

1

. , 1
Considérons un réel > 0. Pour tout ¢t > x, on a n < — donc
x

+oo —t +oo —t —x
Ei(a:):/ ert</ Coat=52,
- x X X

I'inégalité stricte ayant lieu du fait de la continuité des intégrandes.
Le résultat en découle.

1-d Développement asymptotique de Ei en 400 : Des intégrations par parties
successives donnent, pour tout x > 0 et N € N

T —t

al (=1)"nle* N1 e
+

n=0
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+o0 e—t " +o00 6—t " e
[ < [ e
. tN+2 = - pN+2 pN+2 ’

—x

Les inégalités

0

VAN

montre que le terme intégrale est dominé par x +— en +o0o.

N+2
On en déduit que la suite (a,)nen définie par

VneN, a,=(—1)"n!
répond a la question.

1-e Ei € LP(R,) : La fonction Ei? est continue sur |0, +o00].
L’étude qui précede montre qu’elle est équivalente a |Inz|? et donc négligeable

devant x — 7 au voisinage de ’origine.
x

En outre la majoration fournie en I-1-c assure qu’elle est négligeable devant
x +— e * au voisinage de 4o00.
Le résultat annoncé en découle.

2-a K est une fonction continue de L2 (R) : C’est du cours. A toute fin utile. . .

La fonction (£, ) — e ®®K(x) est définie continue sur R x R*, dominée par K
qui est sommable sur R. La continuité de K est alors une conséquence du théoreme
de continuité sous le signe somme. R

K € LYR) N L*R) permet de déduire K € L?(R), mais nous allons I’établir
directement.

K est continue paire et une intégration par parties donne, pour tout & > 1

K() = /O+OO cos(éx) Ei(z) dox = %/{:LOO sin(fx)e;w dx,

la derniere égalité découlant des propriétés vues en I-1-b et I-1-c.
Pour voir que la derniére intégrale est une fonction bornée de £ sur [1, +oo[, on
peut par exemple remarquer que

oo e [t e’ —1 ! sin(&x)
/0 sin(&x) dx—/o sin(&x) . dx—i—/o dx

T T

400 e
+ / sin(éx) dzx.
1 x
On a déja
1 —x _ 1
/ sin({x)e dx
0 x

Par ailleurs, pour tout & > 1

/1 sin(&x) d.??:/g sin(z) i Rk /+°° sin(z) iz,
0 X 0 T §—+oo 0 X

ce qui assure que cette derniere intégrale est une fonction bornée de £ sur [1, +oo.

<I et

On en déduit que K est une fonction dominée par £ — — au voisinage de I'infini.

§
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En conclusion K appartient a L2(R).

lim K (&) = 0 : C’est une conséquence immédiate de ce qui précede, qui n’est
£—r+o0

autre que le Lemme de Lebesgue.

2-b Détermination du prolongement : On a successivement

e la fonction z — e %% K (z) est mesurable sur R, pour tout £ € S(1)

e la fonction & — e %% K (z) est holomorphe sur S(1), pour tout z € R*

e pour tout 7 €]0, 1[, la fonction définie sur S(r) x R* par (£,z) — e “*K(x) est
dominée par x — eI K () qui est sommable sur R, du fait des propriétés vues en
I-1-b et I-1-c.

Le théoreme d’holomorphie assure alors que la fonction

+o0

£ [?(f) = / e K (z) dx

e}

est holomorphe sur S(1) et donc constitue le prolongement demandé.

2-c £ — K (£ + in) € L2(R) : Fixons 5 dans | — 1, 1[.
La fonction x +— €"™K(z) est dans L'(R) N L*(R), du fait des propriétés vues en

I-1-b et I-1-c. Il en résulte que sa transformée de Fourier, qui est précisément
& — K(£+in), est dans L*(R).

2-d Expression de K : Nous exploiterons l'identité vue en I-2-a :

67:1:

~ +oo
VEeR, &) =¢K () :/0 sin(éx) - dx.

® est continue impaire sur R et pour tout a > 1, les fonctions

—x

(6 ) = sin(6x) —

et (&, x) > cos(éx)e™®

sont continues sur [0, a]x]0,+oc[, dominées par la fonction x +— ae™™ qui est

sommable sur R,. Le théoreme de dérivation sous le signe somme assure alors
que ® est de classe C'! sur [0, a, avec

1

400
V¢ e0,al, () :/0 cos(Ex)e® da = e

Ce résultat ayant lieu pour tout a > 1, cette derniere identité vaut pour tout £ € R.
Comme ®(0) = 0, on en déduit ®(§) = Arctan £ sur R, puis le résultat souhaité
pour le choix de C' =1, c’est-a-dire

_ Arctan §
—

Le prolongement holomorphe de K s'écrit donc dans S (D)\{0}

VEER, K()

~ Arctan z  In(1+i2) —In(1 —iz)
K(z) = z - 2iz ’

en vertu du principe du prolongement analytique.
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K 0)=1: K étant continue & Porigine, cela est obtenu par un simple passage a
la limite dans le membre de droite dans la relation qui précede.

3-a Equivalent souhaité : L’expression de K permet d’écrire sur le disque ouvert
unité

o 2n
~ z
K(z)=) (-1"
— 2n+1
Il en résulte I'équivalent
2
~ z

3-b Identité souhaitée : Pour z € S(1)\{0}, une primitive de t — sur

2 + ~2
[1,4+00] est donnée par

. _Arctan (2/t)  In(1 —i(z/t)) — In(1 +i(z/1))

z 21z

Il en découle

/+°° dt ~ Arctan z
1

2422 z

= K(2),

relation encore vérifiée a l'origine.
Le résultat en est une conséquence directe.

f{\(z) € R ssi z € R ou |Im(z)| < 1: Ce qui précede permet d’écrire

VzeS(), K(z)—K(z) = (- 2)I(2),
avec I(z) > 0, d’ou la propriété annoncée.

3-c 0 est le seul zéro de 1 — K : Pour tout z € S(1), on a

-~ oo gt oot
1—K(2)= — — .
(2) /1 t2 /1 12+ 22

) /+oo dt
=2z _—
L 2+ 22

:Zz/Jroo t2 +§2 it
L e R

Pour tout réel t > 1 et z € S(1), on peut écrire

2 | =2 11 2
Re( t“+z )> m(z) =0

262+ 222 ) 7 282 4 222

et donc l'intégrale du dernier membre est non nulle.
Le résultat proposé en découle.
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Partie 11

1 Les fonctions affines vérifient (ET) : Il suffit de le controler pour les fonctions
canoniques.
On a successivement, pour tout z € R
400 +o00

K(z—y) dy = K(y) dy = K(0) =1

—0o0 —0o0
puis

[T rema= [ K@@ @

=z K(y) dy — K(y)y dy.

—00 —00
L’application y — yK (y) est impaire et sommable sur R. On en déduit :
+0o0o

VreR, K(y)y dy =0

—00

et le résultat.

2-a Convolution ; premieéres propriétés : Encore du cours. A toute fin utile. . .
Pour presque tout y € R, on a

[ el r= [ IR - pa) i

00 +OO
= |Gy \/ F(z —vy)| dzx
= [[fllzrw)

+o0 400 +oo
/ (/ |¢<m7y>|dx) ty= [ IlewIGw) dy

= [[fllor@llGllzr®) < +oo.
On en déduit que ¢ € L'(R?) et FxG € L'(R) avec
| F*Gllorwy < 1fllrw |Gllow)

puis

2-b Fx G = FG : Fixons un réel €.
La fonction définie presque partout sur R? par (z,y) — e ¢ (x,y) est dans L*(R?).
Le théoreme de Fubini donne

Fo@- [ ([ e st i) a

o0 —00

+o0 +o0
:/ (/ e T p (2, y) dx) dy
oo [ pheo
= / (/ e SV E (1 — y)e G (y) dx) dy
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et par suite

- -ﬂ:me@yG{y)</(:fe%zFKx)dm) dy
= F(&)G(¢)

3-a Existence de F'xG : Notons en vertu de I1-2-a que, pour presque tout x € R,
y — |F(x —y)| |G(y)|* appartient a L'(R). On en déduit a l'aide de l'inégalité de
Cauchy-Bouniakowsky-Schwarz

/ TP — y)G(y)| dy = / TR @ — )2 [P — )G )| dy

1
1 +o0 2
FE e (/ Flo - )] [GO)P dy) < 400,

d’oll ce premier point.

F x G € L*(R) : L’inégalité précédente fournit

+o0 +o0o 2
/ (/ Pz — y)G) dy) dz < [Pl I1F]* Gl

e ¢} [e.e]

<N EILr @y G Pl @y < o0
et donc F'x G € L*(R), avec

| F* Glle2wy < | Fllov@ |Gl 2 w)-

3-b m(f) — F(¢&)G(¢) p.p dans R : G est limite dans L*(R) d’une suite
(Gp)nen d’éléments de L'(R) N L*(R). D’apres 1I-3-a, (F x G, )nen est une suite de
L*(R) qui converge vers F'x G dans L*(R).

La question II-2-b permet alors d’écrire

o~ ~ — o —

G— G e F+xG,=FG,— ~F+G

n—00 n—00 ’

dans L*(R).
__F est continue donc le résultat s'obtient par extraction d’une sous-suite de
(Gn)nen qui converge simplement presque partout sur R vers G.

On n’a en général pas égalité sur R : Cette question n’a pas lieu de se poser
car G est définie a un ensemble négligeable pres.

Contentons nous de donner un exemple de fonction G € L?(R) dont la trans-
formée de Fourier n’est pas définie sur R par la formule intégrale.

MY G est limite dans L*(R) de la suite

Prenons G le sinus cardinal o —
T

(X[=n,n)G)nen, d’olt la convergence de (X:I;G)%N vers G.
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On peut alors en extraire une sous-suite qui converge vers G presque partout sur R.
Comme pour tout § réel distinct de &1, la suite (X[—n,G(&))nen converge vers
I'intégrale semi-convergente
+ .
/ “6_i5x81nx d.

00 X

on peut écrire

o~ +m . 1
= [ g,

o T
pour presque tout & réel. Mais pour tout £ € R\{£1}, on a
/+oo 6ﬂmsinm dp — 2/+°° cos(éx) sinx e
- 0

€T €T

_ /+°° sin((1 4+ &)x) +sin((1 — &)x) d

T

_ /*°° sin((L+8)z) /+°° sin(1 - &)

[e.9]

X
i €T

sin x

dz.

+o00
— (sign(6+1) — sign(¢ — 1)) /

T

On en déduit G = X[-1,1]7 presque partout sur R. (en 1 l'intégrale est divergente)

4-5 Solutions de (ET) dans L'(R) U L*(R) : L'équation s’écrit f = K * f.
Donc on | peut écrire f Kf, c¢’est-a-dire (1 — K)f = 0.
1 — K s’annulant seulement & 1’ origine, f = 0 et par suite f = 0.

Partie 111

1-a Go(z) = O(e =1} : Les hypotheses faites sur f assurent I'existence de A > 0
tel que :

wfe

VyeRy, |f(y)|<Xez.
Alors on peut écrire, pour tout x ¢ —1

—+00

|el*lGo(@)] < ™ K(x = y)f(y)l dy

et done

d’ou le résultat.

1-b F3 € L*(R) : Elle est continue par morceaux sur R et comme f(z) = O(egz),
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on en déduit Fy(z) = O(e‘gm) et le résultat.
+oo
Kz € L'(R) : Elle est continue sur R*, équivalente a |In|z|| au voisinage de
Porigine et dominée par e*'=#? au voisinage de Foo.
Le résultat en découle.

Gg € L*(R) : Elle est nulle sur R, puis le théoreme de continuité sous le signe
somme permet de vérifier qu’elle est continue sur | — oo, 0].
Par ailleurs

Gp(x) = e’ﬂ"EGo(x) = O(e(lfﬁ)z)

puis au voisinage a gauche de l'origine, on a Gg(x) ~ Go(z) avec

\e® [ -
Golwl < 5o [y
o Yy—T

[
02/ ,t

A
= 5|z

Donc Gg(x) = O(|In|z||), ce qui permet de déduire le résultat annoncé.
o

F3 — Kg % Fg = Gg : Pour tout x € R, on a
+00 +o0
KyxFla) = [ Ko=) Fay) dy = [ Ko = )10 dy.
0

— 00

On en déduit, pour z > 0
Kpx Fy(x) = e % f(x) = Fy(x) — Gp(x)

puis pour z < 0

Kp* Fg(z) = —Gg(z) = Fp(x) — Gp(x),
d’ou le résultat.

2-a Holomorphie de ¢ : Considérons z dans P .

_Im(z»)z i . . s
f(z) = O <e 2 > donc x — e " f(x) est continue sur R, dominée en +o00 par
+oo
Im(2)x

la fonction z — e~ 2 qui est sommable sur R;. On en déduit que ¢(z) est définie.
En adaptant la méthode du I-2-b, on établit de méme 1’holomorphie de ¢.

2-b I/*'g(z) = ¢(z — 1B) sur R : La vérification est immédiate.

2-c Prolongement de (/}’\0 : Les résultats précédents assurent Gy € L'(R) donc
on peut écrire sur R

o) 0
(/}’\0(5) = /+ e %Gy (z) do = / e T Go(x) da.

[e.9] —00
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Fixons 7 un réel > —1.
La fonction (z,z) — e **Gy(x) est continue sur 77T+><] — 00,0[, dominée par la
fonction x — €"*|Go(z)| qui est sommable sur R_, d’apres I1I-1.

L’holomorphie du prolongement sur P*; s’établit comme en I-2-b alors.

2-d ¢(z)(1 — f{\(z)) = (/;’\O(z) :  On utilise le résultat du ITI-2-b, en faisant agir
la transformée de Fourier sur I'égalité Fy — Ko+ Fy = Gy.

3-a Propriétés de A : A est holomorphe sur S(1)\{0} par théoreme généraux.
En outre, le développement en série entiere sur le disque ouvert unité vu en I-3-a

fournit, pour z # 0
2n

A(z) = (2 +1) Z(—m%z+ 2

Donc la relation A(0) = (1/3) prolonge A en une fonction holomorphe sur S(1).
La question I-3-c permet de déduire que A est sans zéros sur S(1).

|A(z) — 1| = O(Jz|™") : Une méthode parmi d’autres :
Les relations des questions I-3-a et I-3-c fournissent dans S(1)\{0}

~

~ oo dt 1—K(2) +oo dt
K(z)= _ t — = _
(2) /1 12 + 22 ¢ 22 /1 t2(t2 + 22)

On en déduit
—+o0 1 - t2 d
A(z)—1= —— dt.
(=) /1 22 + 22)

Par suite, on peut écrire

+o0
D T
1

|t2 + 22|
< —_—_—m
i |12+ Re(2?)]

B /+oo dt
i 2+ Re(2)? —Im(2)%

Comme |z| — 400 et |[Im(z)] < 1, on en déduit |Re(z)| L |z|.
z|—+o00

En particulier, on a 3 Re(z)? > 4 Im(z)? pour |z| assez grand, d’ott

+o00 dt
|A(z) — 1] < /1 2 + (Re(2)?/4)
_ T2 Arctan(2/|Re(2)|)

[Re(2)|

et par suite |A(z) — 1| = O(—), ce qui constitue le résultat.

1
2|

3-b Détermination de A(R) : Une expression de A sur R est donnée par

+oo t2 -1
Ay =1- [ =1
(=) /1 ey 2
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C’est une fonction continue paire sur R et l'intégrale du second membre étant
une fonction strictement décroissante de z sur R, on en déduit que A varie entre

1
- et lim A(z) = 1.
3 z—+00
En conclusion, on a A(R) = [(1/3), 1].
3-c Existence de a : A est continue et tend vers 1 lorsque |z| — +o0, dans S(1).

Elle est donc uniformément continue sur S(1/2).
On en déduit 'existence d'un réel o dans |0, (1/4)] tel que :

V(z,t) € S(1/2)% |z —t] < 2a = |A(z) — A(t)] < (1/12).

Considérons z € S(a) et posons t = Re(z). On a |z — t| = [Im(2)| < « et par suite
|A(z) — A(t)| < (1/12). Il en découle

(1/3) — Re(A(2)) < A(t) — Re(A(2)) < (1/12)

et done

Re(A(2)) > (1/3) — (1/12) > (1/6).

Le résultat en découle.

4-a Etude des limites proposées : A(S(a)) C {z € C ;Re(z) > (1/6)} donc

In A est définie continue sur S(«). Comme In A(t) 0, elle est bornée sur S(a)
; NERE . . [t|—+o0

c’est-a-dire il existe M > 0 tel que :

Vte S(a), |InAt)| < M.
Par ailleurs, pour tout (¢,z) € [R — i, R+ ia] x C, on peut écrire
[t —z| > [t] = |z[ = R —|2|.

On en déduit, pour tout z € C et R assez grand

/R+ia hlA(t) ”

Reia t—%

M

aR—’z‘ R—»og

<2

La seconde intégrale se traite de maniere analogue.

4-b Etude de A, et A_ : Commencons par considérer z dans P+,
La fonction
InA(s —ia)

S —io— 2

S —

est définie continue sur R et I1I-3-a fournit, lorsque s tend vers +oo

InA(s —ia) ~ A(s —ia) — 1 = O(H)
s
Il en résulte I A( ) .
nA(s — i«
s—ia—z O(§>
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au voisinage de +oo et donc l'existence de

+oo—ia —+o00 o
A, (z) =exp (L/ InA®) dt) = exp (L/ w—m ds) _
20T t—z 2T J_ s —i— 2

—o0—tQ 0o

Posons enfin, pour tout R >0 et e >0

T.r=1{z € ffa% ;|Re(2)| < R}.

In A(t
Un petit dessin permet de vérifier que (¢, 2) +— n—() est dominée sur 7. p par
-z
In A(t) In A(t)
7 X]—co—ia,~R—1—ia[(l —R—1—i«x —ia) (T
H]t+R—|—z’a]X] —R—1-ia[(t) + = X[-R-1l-iaRl ()
In A(t)

It — R+ia|X]R+1 + (t)

qui est une fonction sommable sur la droite Im(z) = —a.
L’holomorphie de A, s’obtient alors comme dans I-2-b.
L’étude de A_ se traite de maniere analogue.

Ay (2)
A_(z)

4-c A(z) = : Fixons z € S(«). La définition de a fournit également

A(S(2a)) C {z € C;Re(z) > (1/6)}.

L’application A et le logarithme étant respectivement holomorphes sur S(2a) et
sur le demi-plan Re(z) > (1/6), on en déduit par composition 1’holomorphie de
I'application z +— In A(z) sur S(2a) D S(a).

Pour tout R > 0 assez grand, on peut écrire

1 [ I A g 1 [ In A(t)

. . dt
2im ) g t—2 27 ) _piia t— 2

R+ia —R+ia
L/ In A(t) dt—i/ In A(t) dt—i—i/ In A(t) n
VR -

2im t—=z 21 Jp_ie t—2 2im ) _pia t—%

~vr désignant le bord du rectangle joignant les 4 points =R + 1« orienté dans le sens
direct. Les deux dernieres intégrales du membre de droite ont pour limite 0, lorsque
R — +00, en vertu de I11-4-a.

Le théoreme des résidus fournit alors, pour tout R > 0 assez grand

L/m M dt = Res (1?‘4&) =InA(z).

20 t—z — 2z

Il en découle

1 +oo—ia 1 A 1 +oo+ia l A
f/ n—(t)dt—f/ BAW A
2 J_ t—z 2 J_ t—z

co—iQy co+ia

et le résultat annoncé.
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5 Théoreme de Liouville : Considérons Z a,z" la série de Taylor en 0 de ®.
n>0
Pour tout r > 0, les inégalités de Cauchy donnent :

VneN, |a,|< ]WTELT)
ot 'on a noté M(r) = sup ®(re). Considérons un entier n > N.
On peut écrire, el
e i

TTL
c¢’est-a~dire a,, = 0, d’ou le résultat.

6-a Identité souhaitée : On a successivement, pour tout z € P*, NPy

(z+0)Go(z) (2 +9)(1 — K(2))¢(2)

A.(z) AR)A(2)

d’ou le résultat.

6-b Existence de C : Les fonctions

(2 +)Go(2)

2
2 —" et 2zt z<b(z)

A (z) (z—)A(2)

sont définies holomorphes respectivement sur Pt et Py et coincident sur P*,NP; .
Cela rend licite la définition de ’application H sur C :

—(ZJX)((;ZO)(Z) size P,
VzeC, H(z)= z;;s(z) ' .
A Siz€ P,

H est alors une fonction entiere.

Par ailleurs In A(t) = ( ) lorsque |t| tend vers +oo dans S(a) donc

s +— InA(s — i) est dans L2(R), d’ott par Cauchy-Bouniakowsky-Schwarz on peut
+

2 +oo—ia +oo—ia
dt
In A(t)|* dt
</ B} |t_z|2/ I A®)]

écrire sur P_, /2

‘/—l—oo e} IDA dt

e e
_ m/_ma T A(t)[? dt
c’est-a-dire i I A 2y peemio
‘/mm — dt| < Z/oom |In A(t)|* dt.

_ , +
Donc A+1 est bornée sur P_, 5 .
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Enfin on a |Go(2)] < [|Gayallzi@) sur Poajz -
Il en résulte e

|2 + | Go(2)]

|H(z)| = ——F
A4 (2)]

—+
lorsque |z| tend vers +oo dans P_, /2 .
On vérifie une majoration analogue de A~" sur 7307/2. Comme on a

= 0(]=1)

+oo i
o)< [ F )] do
0
sur 77;/2, on en déduit

[2*ll6(2)|

HE = A

= O(]2])
lorsque |z| tend vers +oo dans P_ , et donc |[H(z)| = O(|z]) lorsque |z| tend vers
+o0o dans C.
Le théoreme de Liouville vue précédemment assure que H est affine.
Go € L'(R) donc sa transformée de Fourier vérifie le Lemme de Lebesgue.
Il en résulte sur R, au voisinage de +o00

|z +1l|Go(2)]
HE) = 1,0)

et donc H est constante. La propriété annoncée en découle.

ma f@) = [ .

droite est une fonction définie continue de z sur ]0, +o0|.
On a sur R — i3 et pour tout x > 0

= o(z)

too—if , z
o (z)e**” o Commencons par controler que l'intégrale de
Ly

1 , Cz—1i ,
i tzr A 12T
5-9(2)e 5 A-(2)e
Cz—1,, Cz—1i ive
= %76 + % 22 (A_(Z> — 1)6 .

Une intégration par parties fournit

+oo—i - +oo—i -
/- POty C /- Ve
Cooip 2T 22 2miz | 23 ’

co—if3

expression qui est bien une fonction définie continue de x > 0 grace au théoreme de

z— 2
convergence dominée, puisque z +— ;— est sommable sur R — i3.
z
z—1 . 1
Par ailleurs la fonction z — ——(A_(z) — 1) est continue sur R —if et O(| E )
z zZ|a
lorsque |z|] — 400, comme nous allons le vérifier.

Im(z)=—p3
On peut écrire sur R — 13

/+°°+m In A(t) g / In A(t) it / In A(t) 5
—cotia % Ryia T2 Riia ©— % '

[tV 12 [t1>~/1=]
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In A est bornée sur R + i«v donc le premier terme du découpage vérifie

In A 1
/ nAW) < ||1nA||oo/ — dt
Rtia L — % R-tia it — 2|

BNV <121
1
Al [
Rtia 2] — /|2
m<m’ | = VIl
1
=0(—=)
Vakl
lorsque |z| : T 5 +00. Pour le second terme, on a
2
In A(¢ dt
/ LEC U g/ |lnA(t)|2dt/ e
R+ia t—z R+ic R+ic |t - Z|
[¢1>/12] 1t1>+/121 1t1>+/121
T
< In A(t)|? dt
o B | In A(2)]
It1>/121
et comme
[ wagpa-o(f  -o0(——)

R+ia R+ia |t|2 |Z| 7
[t1>+/T2] [t1>+/]z]

on en déduit

/ | In A(t) dt = O 1 ) puis /+°°+m1nA(t) dt = O 1 )

t—2z 2|4 R Bk
It1>+/Tz]
lorsque |2| — 4o00.
Im(z)=—p
Ces dominations conduisent a
z—i 1 oot qn Aft) 1
5 (A(2)—1) ~ = / dt = O(—%)
z 272 ) _goria T— % | 2|1

lorsque |z| (T) 5 +o00 d’olt sa sommabilité sur R—¢3. Le théoreme de convergence
Im(z)=-—

dominée assure alors la continuité sur ]0, +oo[ de

+o0—103 o '
/ U204 ()= 1)e= d

co—if 2T 22

et le premier point annoncé.
Enfin on a successivement, pour z > 0

+oo—iff - dz ePro [t N g
/ o(z)e*" o = o (s —if)e™ ds
—oco—1f3
eﬁx +oo ]
=5 Fs(s)e*™® ds

—00

— 00
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la derniere égalité découlant de I1I-2-b.

Fj étant dans L*(R), la formule d’inversion de Fourier montre que la valeur de cette
intégrale est f(x), pour presque tout > 0. Comme elle est une fonction continue
de z > 0, il y a égalité pour tout = > 0 ce qui constitue le résultat.

7-b Domination demandée : On a sur R + i’ et pour tout x > 0

A (z)=e = +e 7(/1_(2)—1).

22

Une intégration par parties fournit

-, , -, '
/+oo+za 5 — i d 1 +oo+iar 5 — 22 i d
—e z=— —e z
2 : 3
—ootial % 1T ) _sopiar %
d’ou on en déduit
P! . o i .
oot 2 — 4 i emow [rootien 94 ol
—5e"dz| < | dz2=0(e""")
—oo+ia’ z T —oo+ia’ “

lorsque * — +00 puis on vérifie comme dans la question précédente la sommabilité
—1

(A_(z) — 1) sur R+ id/, ce qui fournit

+oo+ia’ 3
< e_o‘,x/ 2= |A_(2) — 1| dz

—oo+ia/ |Z|2

de la fonction 2z —

tootia
‘/ (A_(2)—1) d=

2
oco+ia’ z

= 0(e™)

lorsque © — +00.
En conclusion, on a

+oo+ia s
/ ¢iza’ ZA_(Z) dz = 0(e”*7)

—oo+ia/

lorsque * — +-00.

7-c Détermination de a et b : Les résultats qui précedent conduisent a

+oo+ia/ o
f(z) — g/ gizn’ ZA_(z) dz

2
27 ) oriar z
+oo—ia/ d +oo+ia’ .
, z C oz —1
_ ize % 12T
- / | o(z2)e 5 e A_(2) dz
—oo—ia’ —oo+ia’
. - 1
C [T 21— , C [Tt a—
= — A ()" dz — — e ——A_(2) dz,
27 —co—ia! z 27 —oo+ia/ <

pour tout =z > 0.

Considérons g le bord du rectangle joignant les 4 points +R + i’ orienté dans le
sens direct, pour tout R > 0.

A_ est holomorphe sur P, donc le théoreme des résidus fournit

C =200 (2) ds = Res C’”’”Z_ZA_(z)>

2 2
2 R z z

=C>UA_(0)x +iA_(0) + A" (0)),
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pour tout R > 0. Autrement dit, on a

C /R—io/ A R+ia’ R+ia’ —R—id/
iz

— e ) dz — / / /

27 —R—ia/ R+ia/ —R+ia/

=CGA_(0 )x—l—zA (0)+ A" (0

pour tout R > 0. On montre comme en III-6-b pour A, que A_ est bornée sur
S(a’) et donc que les deux dernieres intégrales sont de limite nulle lorsque R tend
vers +o0.

Il en découle

C +oo—iad ' C +ootia’ .
o 222 ZA,(z)e’ZI dz — — e A_(z) dz

27
=C>UA_(0)z +iA_(0) + A" (0))

—oco+ia/

et

flz) — Q/JFOOHQ el Z.A_(z) dz = C(ax + b)

2m —oo+ia’ 22
pour le choix de a = 1A _(0) et b =iA_(0) + A’ (0), d’ou le résultat.

7-d A_(0) = v/3 : Une méthode parmi d’autres : In A est holomorphe sur S(a)
donc on peut écrire, pour tout R > 0 assez grand

R+tia R+ia
R S Y B A
—R+ia R+ia Ct(0,r)

A étant paire, on obtient

R+ia —R+tia
—R+ia ct(0,r) R+'La

pour tout R > 0 assez grand. On vérifie comme en ITI-4-a que les deux dernieres
intégrales sont de limite nulle lorsque R tend vers +oco. On en déduit

+oo+tia
/ m AL = / n A1) 2
—oo+ia t ct(o,r) t

1 dt
A_(0) = exp <% /c+(o,r) In A(t)— ; ) :

En outre cette derniere relation vaut pour tout r €]0, af.
On peut écrire

—1
/ A2~ / AR = AO) 4 41y a0) / d
c+(0,r) 13 c+(0,r) 3

ctor t

et donc

La premiere intégrale du membre de droite tend vers 0 lorsque r tend vers 0 car son
intégrande est prolongeable par continuité a ’origine par 0 puis on a :

VTG]()’O[[, / ﬁ:_/ Zd@z—
ctor) t 0
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Il en résulte it
/ InA(t)— —— —irln A(0) =inrln3
ct(o,r)

t

et par suite

A_(0) = V3.

7-e Unicité de f : Ce qui précede permet de déduire qu’une solution f du probleme
(WH) est de la forme sur ]0, +-o00[

“+ootia’ .

2 dz

f(z) = C’/ e —5—A_(2) 5=+ C(ar +b)
ootial z 2m

oua’ €0, af et C est une constante complexe. L’'intégrale précédente est indépendante

du choix de o' dans ]0,a] puis le résultat vu en III-7-b adjoint & la condition

f(z) ~ x lorsque © — +o00 conduit a la relation

c-l__ V3
a 3

En conclusion, on peut affirmer que le probleme (WH) admet au plus une solution
et que sous réserve d’existence, son expression est donnée sur |0, 00| par

tooti(al2) L, _
f(x):—i? (/ eize’ ZA_(Z)%—{—CL:E—Fb).

co+i(a/2) 2 27

Partie IV
1-a F, est constante : u € L°(B) et on a sur B

ou
‘ clule, )] +] < u> (@) < 2=

b (@ h)

donc on peut appliquer le théoreme de dérivation sous le signe somme.
On vérifie alors F, = 0, d’ou le résultat.

1-b Expression de G,, : Comme dans ce qui précede, on peut appliquer le théoreme
de dérivation sous le signe somme. On obtient sur R

1

1
, 0
G,(z) = 5/_1u2—aZ(x,u) du

— 1/_1(—uu(x,u)+ <u>(z)p) dp

1

= —5/ pru(, p) dp
—1

= —F,,

d’ou on en déduit :
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1-c 7, = 0 et G, est constante : u € £ donc G, est bornée sur R, du fait de
son expression intégrale.

Les résultats sont alors une simple conséquence de son écriture affine établie dans
la question précédente.

2-a 'H, est décroissante : Comme dans ce qui précede, on peut appliquer le
théoreme de dérivation sous le signe somme. On a successivement sur R

M. (z) = / lu%@:,u)u(x,u) ”

~ [ (< u> @)= utew)ute ) du

:2<u>(a:)2—/ u(z, p1)? du

-1

et donc H,, (x) < 0 par l'inégalité de Cauchy-Bouniakowsky-Schwarz .
Le résultat en découle.

2-b (xz, p) — u(x,u)— < u > (x) est dans L?*(B) : On a, pour tout = > 0
1

/ (u(z, p)— < u> ())* du :/ u(z, p)? dp+2 < u > (x)?

1 -1

—2<u>(x)/ u(z, 1) dp

1

1
:/ u(z, 1) dp — 2 < u > (z)?
-1

= M, (x)

donc on en déduit, pour tout R > 0

R 1 R
/ / (u(z, p)— < u> (z))* dudz = —/ H. (z) dx
0 J-1 0
'H,, est décroissante, minorée sur R du fait de
Hu(@)| < [lull7e s

donc elle admet une limite en +o0o. Il en résulte

—+o00 1
/ / (u(z, pu)— < u > (z))? dudr < +oo
0 -1
et la propriété annoncée.

2-c Relation souhaitée : On a, pour tout z > 0

[ e <z @F du= [ e dp=2 <> @) [t do

=2H,(z) —4 <u> (z)F,
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d’ou on en déduit sur R

2-d Em Hy(x) =0: Onasur Ry

1 1

o) < 5 [ (o= <> @) de
—1

Le membre de droite est dans L'(R,) d’apres IV-2-b, il en découle H,, € L*(R,).

En outre puisque H, admet une limite en 400, celle-ci ne peut étre que nulle, d’ott

le résultat. Notons alors au passage la positivité de H,,.

2-e Détermination de C; : Les questions IV-2-b et IV-2-d fournissent

lu— < u> |25 = Hu(0)

1 ! 2 1 0 2
= 5/ ph(p) du—§/ |10, p)” du
0 1

1t )
<5 [ wh(p)” du.
0

La valeur C} = (1/2) répond a la question.

3 (MSa-b) admet au plus une solution dans £ continue : Considérons v et

w de telles solutions.

Alors 0 = v — w est une solution continue sur B de (MSa-b) avec h = 0.
Admettons provisoirement le résultat de la question IV-4-b.

Donc o0— < 0 > est continue d’ou I'inégalité vue précédemment fournit o =< o >.

Notons en particulier que ¢ ne dépend que de z > 0.

(MSa) conduit alors a —0(., 1) = 0 et donc o(., 1) est constante sur R,.

Comme ¢(0,1) = 0, il en résulte résulte o(.,1) = 0 sur R, et par suite o = 0.
En conclusion on a v = w, d’ou le résultat annoncé.

4-a Relations (1a) et (1b) : v € L™(B) donc < u > est bornée sur Ry. Il est
facile alors de vérifier que les intégrales proposées sont bien définies.

Ces relations s’obtiennent en remplagant < u > (y) grace a (MSa) puis a l'aide
d’une intégration par parties.

4-b Continuité de < v > : Il s’agit du théoreme de continuité sous le signe
somme. A toute fin utile ...

v est bornée et v(., 1) est continue sur R, pour tout x non nul dans [—1, 1].

Alors le théoreme de continuité sous le signe somme assure la continuité de < v >.

4-c (MSa-b) admet au plus une solution dans € : Considérons v et w de telles
solutions.
Alors 0 = v — w est une solution de (MSa-b) avec h = 0. Il en résulte sur R,

v 1
o(x,p) = / 6_(1_34)/“; <o>(y)dy, 0<pgl (1la)
0
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+o0 1
o(x,pu) = / e_(y_x)/“"m <o>(y)dy, —1<pu<O. (1b)

Remarquons alors que les seconds membres de (1a-b) sont des fonctions continues
de (z,p) sur B. En effet, (1a) s’écrit sur R,

1
o(z,p) = 5/ e n1™) <o > (zs)ds, 0<p<l.
0

La continuité de l'intégrale se traite comme en I'V-4-b, puisque < o > est continue
bornée. De méme (1b) s’écrit sur R,

|
cr(:p,,u):m/ e <o>(s+x)ds, —1<pu<O.
0

< 0 > est continue bornée donc I'intégrale a son intégrande continue sur R, x[—1, 0],
dominée par s — ||o||L~(p) €* qui est sommable sur R, . Le théoreme de continuité
sous le signe somme assure la continuité de cette derniere intégrale.

On en déduit que o est une solution continue de (MSa-b) dans £ avec h = 0.
Comme la fonction nulle constitue une autre solution, il en découle par la question
IV-3 que o = 0 puis le résultat annoncé.

5-a Croissance de (uy)nen ¢ Ce résultat est immédiat par récurrence en utilisant
h > 0 et en remarquant la positivité de v —< v >.

Vn € N, u, < ||h||L=(o,)) : On létablit par récurrence, en remarquant les
relations, pour x > 0

. v 1
e n +/ e T dy =1, 0<p<l
0 2

400 1
/ €—<y—ac>/w|ﬂ dy=1, —1<pu<O0.
; 1

5-b Détermination de w : La suite de fonctions (u,),en est croissante majorée
par ||h]|=(p). Elle converge alors simplement sur B vers 'application u = sup u,,

neN
qui vérifie 0 < u < [|h]| L (B)-
En outre u vérifie (1a-b) en vertu du théoreme de la convergence monotone.
5-c u € £ : < u > est bornée sur R, donc les intégrales dans
efx/u B
u(z, 1) = e~ h(p) + / eVt <u>(y)dy, 0<p<l (la)
o Jo
et/lul - ptoo
ule,p) = = / eV <u>(y)dy, —1<p<0 (1b)
Bl Je

sont des fonctions localement lipschitziennes de z, donc continues.
Il en résulte la continuité de wu(., i), puis de < u > par les mémes arguments qu’en
IV-4-b et enfin u(., u) € C*'(R,), pour tout g non nul dans [—1, 1].

Donc u est un élément de £.
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En outre une simple dérivation dans ces dernieres expressions montrent que u

vérifie (MSa-b).

5-d Détermination de u : Considérons § = h + ||h| Lo (j0,1))-
0 est une fonction de L*°([0, 1]) a valeurs » 0 donc le probleme (MSa-b) associée a
la fonction 6 admet une solution uy € £ d’apres la question précédente.

La fonction u = ug — ||h g (p0,1]) est une solution dans £ au probleme (MSa-b),
solution qui est unique d’apres I'V-4-c.

6-a Détermination de g : On trouve sur [—1,1], g(u) =a —poua € R.

6-b Existence et unicité de w : Posant u = w + p — x, (2a-b-c) équivaut a
montrer 'existence et 1'unicité d'une solution dans & au probleme (MSa-b) pour

h(p) = p.
Le résultat releve de 1’étude précédente alors.

6-c Calcul de l’intégrale proposée : En gardant la notation précédente on a
successivement, pour tout x > 0

1 /! I
5 | oty dn=3 [ tute.w) — et o) du
—1 —1
= (1/3),
la seconde égalité découlant de I'V-1-c.

7-a < w > est solution du probleme (WH) : On garde toujours les notations
précédentes. Remarquons la relation, pour z et y distincts dans R

L. Lt udp
K(ﬂﬁ—y)nglﬂx—yD:é/@ yl/“z-
0

< u > étant bornée, on en déduit 'existence des intégrales de (la-b) obtenues en
remplagant u par w puis on vérifie alors que w satisfait (la-b) pour h = 0.
De méme la fonction

y= K(lz—yl) <w>(y)

est sommable sur R, pour tout x > 0.
Le théoreme de Fubini fournit donc grace a (la-b)

> | wlr,p) du= 3 e” VI — <w > (y) dudy
2 Jo 2 Jo Jo 2

=/ Kz —y) <w> (y) dy,
0
puis

L Lt ’ (y—=)/ul 1

- - —(y—a)/Iul _—_

2/_1w(:1:,u) dp 2/30 /—16 ’ ‘<w>(y) dpdy
+oo

= K(z —y) <w > (y) dy,

xT
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pour tout z > 0.
On en déduit sur R

<w>(x)= i OOK(x—y)<w>(y) dy.

En outre, on a lorsque = tend vers +oo
<w>(r)=<u>(r)+z~z

puisque u € & est bornée.
Enfin 'unicité releve de I’étude menée dans la partie précédente.

7-b Expression de W : On remplace < w > par la relation obtenue en ITI-7-e
dans

+o00 1
w(0, —p) = / 6‘”“; <w > (y) dy.
0

On trouve

+o0 1 +ooti(e/2) o
w(0, —p) = / e (/ éE A () Lyt dy
0 —

2 coti(a/2) z? 2m

et par le théoreme de Fubini (justification aisée)

+oo+i(a/2) p+oo C o d
w0, = [ | ememI i@ dyy + Clan b
—ocoti(a/2) JO 12 Z T

+oo+i(a/2) y dZ
:C'/ —A (2) — + C(ap+b).
—oo+i(a/2) 22(1 - ZZM) ( ) 2m ( )

Pour calculer la derniere intégrale, on considere le contour orienté négativement,
réunion de C le demi-cercle centré a l'origine, de rayon R > («/2) inclus dans P_ ,

et le segment Zx de R + i(a/2) sur lequel il s’appuie.
L’intégrande présente les poles 0 et — L 1l est facile de voir que l'intégrale sur

1
Cr tend vers 0 lorsque R tend vers +o0o0. On obtient alors finalement

W) = \?A—(—i/u)(l + 1)

Partie V

1 Détermination de C5 : Les questions IV-2-b et IV-2-d fournissent

me<5/5Mxm—<u>@Wdu

1
= —5 M. (@)
d’ott  — H,(x)e** est décroissante sur R, et donc a fortiori :

V>0, 0<Hu(z)<e *H,(0).
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On peut donc écrire successivement, grace au théoreme de Fubini
R 1 R
/ / (u(z, p)— < u> ()% dvdy = / e\ H. (z)| dx
0o J-1 0
= H,(0) — Hy(R)e*"

R
+ 27/ ¥ H, () dx.
0

La majoration ci-dessus fournit HU(R)BQVR? 0 et la sommabilité sur Ry de
. . , —T 00
application z +— €7*H,(x). Il en résulte

+oo pl +oo
/ / (u(z, p)— < u > ()% dedp = H,(0) + 27/ e M, (z) dx
0 -1 0

+oo

< H,(0) + 2y / e 2072 (0) da
0

_H

4(0)
1—~"

Le réel Cy = (1/2) répond a la question.

2-a Détermination de C3 : On a successivement sur R

| <u> () IP = (g/lm,m— <u> (@) du)
< [ ulea)= <> @) dn

la derniere majoration découlant de I'inégalité de Cauchy-Bouniakowsky-Schwarz .
Le réel C5 = (9/10) vérifie les propriétés requises.

2-b Détermination de C4 : On commence par écrire sur B

(u(w, p) — l)2@2'yr <2(u(r, p)— <u> (q;))2@2vr +2<u> (z)— l>2627m
< 2ulz, p)— < u > (x))%eH”

+ 203/ (u(z, p)— < u > (2)%e” dpu.

1

On en déduit en intégrant par rapport a p sur [—1, 1]
! 1
/ (u(, p) — 1) dp < (2 + 403)/ (u(z, p)— < u> (x))2>* dp.

1 -1

et par suite
+oo pl +oo 1
/ / (u(z, ) — 1)*e™ dudr < (2 + 46’3)/ / (u(z, p)— < u > ()" dudx
0 -1 0 -1

< %/0 ph(p)? dp.

Le réel Cy = (14/5) vérifie les propriétés requises.
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3 Expression de [l : Une dérivation sous le signe somme (justification aisée) montre
que la fonction proposée est constante sur R, et vaut donc

/_ pw(0, —p)u(0, p) dp = /0 pW () () dp.

1

Cependant on peut écrire, pour tout x € R

1

/_uw(x,—u)u(x,u) duz/ pw (@, —p) (u(z, p) — 1) du+l/ pw(z, —p) dp

1 -1 -1

— [ mote ) (ue ) ~ 1) du— 21

1

la derniere égalité découlant de I'V-6-c.
La fonction

o [ ot =t p) =) d

est constante sur R, .
Nous allons établir qu’elle est dans L*(R. ), ce qui montrera que cette constante est
nulle.

L’inégalité de Cauchy-Bouniakowsky-Schwarz donne

(/_1 pw(z, —p) (u(@, p) — 1) du>2 < /_11 p2w(z, 1)%e 2" dy /_1 (u(z, 1) — 122" dy

1 1

ou 7 est un réel fixé de [0, 1].

La derniere intégrale est sommable sur R, en vertu de ce qui précede.

Par ailleurs, on a w(z, u) = x + v(z, u) avec v € € et donc a fortiori v bornée.
Il en découle

1
T / prw(z, p1)2e 2" du
-1

est de limite nulle lorsque = tend vers +o0o et par suite est bornée sur R,.
Le dernier point annoncé en résulte et par suite

3

1=-3 / W () ) dp.



