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Agrégation externe 2001

Corrigé de I’épreuve de Mathématiques générales
Géométrie des formes quadratiques, théoreme de John ;
théoreme de Brunn-Minkowski ; application.

Solution par F. SUFFRIN, Lycée Kléber Strasbourg
Partie I — Généralités

1 Convexité de Ky : Pour x = (1 — 0)zg + 0x1,y = (1 — 0)yo + Oy, dans Ky et
t €10,1], I'élément tx + (1 —t)y = (1 — ) (tzo+ (1 — t)yo) + O(tz1 + (1 —t)yn) € Ky
du fait de la convexité de Ky et Kj.

2 (A(K))* = *A~1(K*) : On a successivement

(A(K))" ={y e R"; (Vo € A(K)), (z,y) < 1}

={yeR"; (V& e K),(A6),y) = (& "Aly)) <1}
={yeR"; "A(y) € K*}

c’est-a-dire

3-a Etude de I, : Montrons que I, est non vide.
lim sz = 0 et K est un voisinage de l'origine donc il existe sq > 0 tel que spx € K.

—
Il en résulte s, € I,.

Montrons que I, est convexe non bornée.
Considérons A dans [I,. Le cas A = 0 conduit a I, = Iy = R, puis au résultat.
Sinon pour g > A et t = Au~!, on peut écrire

plr=(01-1)0+t(\'2) € K

ce qui fournit p € I, et par suite [A, +00[C .
On en déduit que I, = U [\, +00] est convexe non bornée.

el
Montrons que I, est fermé.

Ce qui précede montre qu’il suffit d’établir que I, contient sa borne inférieure p.
Fixons € un réel > 0. Alors p + € est un élément de I,.
Traitons le cas p = 0. Si § désigne le diametre de K, on a ||z| < 0. En faisant
tendre € vers 0, on obtient z = 0 et donc I, = R,. Le résultat est donc vrai dans
ce premier cas
Sinon on peut écrire (p + &) "'z € K puis en faisant tendre ¢ vers 0, p~'z € K
du fait de la compacité de K et par suite p € I, d’ou le résultat.

3-b Etude de la jauge ; ¢ € K < Jr(x) < 1 : Un élément x de R” est
contenu dans K si et seulement si 1 € I, ¢’est-a-dire si et seulement si ji(x) < 1.

x € OK <= ji(x) = 1 : 1l suffit de montrer que = € R™ est intérieur a K si et
seulement si jg(z) < 1.
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Supposons z intérieur & K. La fonction s — s~ 'z est continue en 1 donc il existe
A < 1 tel que A~z soit contenu dans K d’olt ji(z) < 1.

Supposons réciproquement jg () < 1 et introduisons un réel A €]jx(z), 1].
Alors y = A1z est un élément de K et I'ensemble

r+(1-NK=My+(1-NK
est un voisinage de x contenu dans K. Donc x est intérieur a K.

4-a-1 Etude du cas K = boule unité de R™ : L’inégalité de Cauchy-Bouniakowsky-
Schwarz montre I'inclusion K C K*. y

Considérons y € R™ tel que ||ly|| > 1. Alors x = ol € K vérifie (z,y) = |jy|]| > 1
Y
ce qui assure y ¢ K* et par suite K* C K.

En conclusion on a K = K*.
La question précédente fournit alors immédiatement jx = jr= = || ||

4-a-2 Etude du cas K = {& € R" ; ||z||co < 1} : Montrons la relation
K'={zeR";||z]1 <1} ={x e R" ;|z1|+ ...+ |z,| < 1}

Considérons y € K*. Pour le choix de = = (sign y1, ... ,sign y,) € K, on a
(x,y) = ||+ ...+ |ya| <1 d’ott l'inclusion K* C {z € R" ;||z|; < 1}.
Par ailleurs pour |ly|j; < 1 et z € K, on peut écrire

(,yy =my1+ -+ ToYn < 1] + ...+ yal < 1

d’ou l'inclusion inverse et le résultat annoncé.
On en déduit de méme les relations jx = || [|oo €t jx= = || |1-

4-a-3 Etude du cas K = parallélépipede de centre O : K est I'image du cube
précédent par une matrice inversible A. D’apres le résultat établi en I-2, K™ est le
parallélépipede, image de {z € R™ ;|z1| + ... + |z,| < 1} par tA7L.

A mettant en bijection les faces de {z € R" ; ||z]|» < 1} et de K, on en déduit
Ji(Ax) = ||z||o0 C’est-a-dire :

VeeR", jk(z)=[A""]
De méme on vérifie :

Vz eR", jg(z) = |"Az]:.

4-b K* est un corps convexe, compact, avec O € K : Considérons pour
x € R", la forme linéaire sur R™ (z,.) : n — (z,n).
Elle est continue donc (z,.)~!(] — 00, 1]) est un convexe fermé de R™. Il en résulte

K = () ()71 — 00, 1)

est un convexe fermé de R".
K est un voisinage de l'origine donc il existe R > 0 tel que

B(0,R) ={y e R" ; |lyll < R} C K.
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R
Considérons y # 0 € K*. Alors ﬁ € K ce qui conduit a
Y
Ry
<y7 —> <1
[yl

c’est-a-dire ||y|| < R~' d’ou la compacité de K*.
Enfin si ¢ désigne le diametre de K, on a pour tout y € R" tel que ||y|| < 6~*

Vee K, |(.o)<dllyl <1
donc B(0,07') C K, ce qui établit le dernier point.
Jr+(y) = max{{(x,y) ;& € K} : On a successivement, pour tout y € R"
Jr+~(y) =min{\ € R ;y € A\K™}
=min{\ € R;; (Vz € K), (z,y) < A}
= sup{(z,y) ;z € K}
= max{(z,y) ;v € K},

du fait de la compacité de K.

4-c Quand K est O-symétrique sa jauge est une norme : L’étude menée
précédemment a dégagé :
Ve Rn, jK(Jf) >0

avec égalité si et seulement si x = 0.
Montrons que ji est positivement homogene.
Considérons x € R" et k € R. Pour k£ > 0, on a successivement

Jr(kx) = min{kX > 0 ; kx € (kN K}
=min{k\ > 0 ;2 € AK}
= kmin{\ >0 ;2 € AK'}
= k]K(x)a
relation encore vérifiée pour k = 0.
Pour k£ < 0, on peut écrire jx(kx) = |k|jx(—x). Comme K est O-symétrique,
Jr(—x) =min{\ € Ry ;—z € AK} = min{\ € Ry ;2 € AK} = jg(x),

ce qui établit ce second point.
Montrons que jx est sous-additive.

Soient z et y des éléments non nuls de R™. On a - € K et - Y ¢k , donc
Jx(x) K (y)
n . .
ety jr(@) v, Ik Y ok

Jr(x) +ix(y)  dx(x) +ix(y) jx(z)  jr(@) + jx(Y) jx(y)

Il en résulte jx(x +y) < jr(x) + jr(y), inégalité encore vérifiée si x ou y est nul.
Ceci établit le troisieme point et par suite jx est une norme sur R™.

Enfin, il est clair que K* est O-symétrique, d’ou sa jauge associée constitue
également une norme sur R".
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La relation établie en I-4-b, montre via le théoreme de représentation de Riesz
que (R™, jx~) est le dual topologique de (R", jk)

5-a Détermination de u : On a
H={z € R" ;(z,a — pk(a)) = (px(a),a — px(a))}.

Les éléments a et px(a) sont distincts. Une caractérisation classique de pg(a) est
donnée par :

VEEK, (& a—pk(a)) < (px(a),a—pk(a)).
Elle permet de vérifier, en choisissant
¢ = a—pk(a)
jr(a—pr(a))’

I'inégalité 0 < (px(a),a — px(a)) et de déduire que 1'élément

a—pk(a)

7 ox(a),a = pr(a))

possede les propriétés requises.

5-b (K*)* = K : L’inclusion K C (K*)* est immédiate.

Par ailleurs considérons a € R™ n’appartenant pas a K et associons lui ’élément
u construit précédemment. D’apres ce qui précede u € K* et (a,u) > 1 c’est-a-dire
a n’appartient pas a (K*)*. On en déduit (K*)* C K et le résultat annoncé.

6 Construction de ¢ et ¥ : Des raisons de commodité, nous invite a noter
pour z € R" 2’ = (2, -+ ,x,_1) de tel fagon a avoir x = (2/,x,) dans le repere
proposée.

La compacité de K permet de poser sur pry(K)

prc(a) =min{n ; (',n) € K} et " () = max{n : (2',n) € K}.
Pour tout x € K tel que 2’ € pry(K), on a clairement
prc(a') <z < " (7).

Supposons qu’un élément x € R™ soit tel que 2’ € pry(K) avec l'inégalité ci-dessus
vérifiée. Considérons t € [0, 1] tel que

T, = tor(a’) + (1 — )™ ().

a= (2, px(x)) et b= (2/,p%(2’)) étant dans K, on en déduit x = ta+(1—t)b € K,
et la caractérisation demandée des éléments de K.
Enfin pour ',y dans pry(K) et t € [0, 1],

t(x', ox(2) + (1 =), e () = (2" + (1 =)y, tox (2) + (1 = )ex(y))

est un élément de K, d’ou par définition

or(te’ + (1 —=t)y') < tor(a) + (1 =)ok ()

ce qui établit la convexité de ¢g. La concavité de o s’établit de facon analogue.
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Partie II — Géométrie des formes quadratiques

1 Détermination de v A~! : On sait qu'il existe P € O,(R) telle que
A = "PDiag(\i, -+, \) P,

ol Ay, -+, A\, > 0 sont les valeurs propres de A.
Alors la matrice B =! PDiag()\fl/z, e ,)\;1/2)]3, répond a la question.
On en déduit

E(A)={z e R";(x, Az) < 1}
={r e R";(z,B?x) <1}
={zeR";||B 2| <1}
et donc E(A) = B(B,,) ou B,, désigne la boule unité euclidienne de R™.

2 A +— (det A)~'/2 est strictement convexe : On peut effectivement suivre
I'indication fournie et montrer que la fonction est logarithmiquement convexe.
Mais en vu d’une prochaine utilisation, il sera agréable d’établir le classique

Lemme : Si A et B sont des matrices symétriques > 0 de M,(R), on a
(det A)n + (det B)» < (det (A+ B))w
avec égalité si et seulement si A et B sont positivement proportionnelles.

Démonstration : On sait qu’il existe une base de R™ simultanément orthogonale
pour les produits scalaires induits par A et B.
On peut donc trouver P € GL,(R) telle que

'PAP = Diag(A1, -, A\) =D et 'PBP = Diag(pu1, -, pn) = A

oU Ay,- -+, Ap et g, -+, 1, sont des réels > 0. Ainsi, 'inégalité a établir équivaut a

3=

(det D)# + (det A)w < (det (D + A))

1 1 1
(H )\z’> +<H /M) <<H()\i+,ui)> :
1<i<n 1<i<n 1<i<n

Cette relation découle de I'inégalité arithmético-géométrique car on a

<H )\i+Mi> +<H )\i‘i‘,ui) S Z >\z'+/iz'+g Z )\ML/M_L

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1IN

c’est-a-dire

avec un cas d’égalité si et seulement si

)\1 )\n ,U/l ,an
et

)\1+M1::)\n+,un )\1+M1::)\n+,un’
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c’est-a-dire
/\1 )\n

H1 Hn
d’ou le lemme.
Considérons t € [0, 1] puis A et B des matrices de M, (R) symétriques > 0.
Le lemme permet d’écrire

t(det A)n + (1 —t)(det B)# < (det (tA+ (1 —t)B))».

n
2

La fonction o — 2~ 2 étant strictement convexe sur R*, on en déduit

(det (tA+ (1 —1)B))"7 < (
<t

t(det A)» + (1 —t)(det B)=)"%

Pour t €]0, 1], le cas d’égalité conduit successivement a A et B sont positivement
proportionnelles et det A = det B, c’est-a-dire A = B.
Le résultat annoncé en découle.

Autre méthode : Une méthode élégante consiste a remarquer a 1’aide d’une base
orthonormale de réduction (voir le probleme d’analyse d’agrégation externe 1996),
pour A € M, (R) symétrique > 0

/ e~ Aem) g — / e~ vl ) gy — (det A)~V2T

I = (/ et dt> = g2,
R

La fonction x — e™% étant strictement convexe sur R, le résultat devient immédiat.

ou

3-a Compacité de £k, : Considérons A € M, (R) symétrique > 0 dont l'ellipsoide
associé est contenu dans K.

1
Pour tout x non nul dans R", y = (Az,z) 22 € E(A) donc jk(y) < 1 ce qui fournit

jK(x)z < <A‘T7 $>,

inégalité encore vérifiée en 0. Réciproquement, si cette derniere relation est vérifiée,
on a clairement E(A) C K.
Ainsi elle constitue une caractérisation des ellipsoides contenus dans K.

Par ailleurs le volume de F(A) s’écrit

/ dx:/ dr = det B/ dy = (det A)~Y2V,,
(Az,2)<1 IB=tz|<1  *=BY lyll<1

ou V,, est le volume de la boule euclidienne n-dimensionnelle. C’est donc une fonction
continue de A.
Remarque : Rappelons que 'on obtient par le théoreme de Fubini

)
Vy=
I'(n/2+1)
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Il est alors aisé de vérifier que
Exo={B(A) ;(Vz € R", jr(2)* < (Az,x)) A (( det A)~V2V, > v)}

est fermé.
Enfin K étant O-symétrique, jx est une norme sur R", d’ou I'existence de C' > 0
tel que :
Vo eR", Clz| < j(z).

Notons g(A) le rayon spectrale de A et p(A) = A, > -+ > A > 0 ses valeurs propres.
Ce qui précede donne, pour tout A € €k, :

Vo eR", Clall < (Ar,a),

d’ou A\ > C.
Enfin I'inégalité ( det A)~Y/2V], > v s’écrit

2
A\, < (E) ,
(%

2
C«n—l)\n < E
v

c’est-a-dire g(A) < V2o 2C'™, ce qui assure que £k, est bornée.
En conclusion £k, est compact.

On en déduit

3-b Etude de Pellipsoide de John : K est compact donc est contenu dans un
pavé P. Les ellipsoides inclus dans K sont alors de volume < vol(P), d’ou

v= sup vol(E(A))

E(A)CK

est un réel > 0 et kg est un compact non vide.
La fonction volume étant continue sur £, on en déduit

v = sup  vol(E(A))=  max  vol(E(A))
E(A)E &k (v/2) E(A)E &k (v/2)

d’ou l'existence d’un ellipsoide inclus dans K de volume maximal pour cette pro-
priété.
Montrons 1'unicité d’un tel ellipsoide.
Si C et C” sont des corps convexes tels que C' C €', alors (C")* C C*.
En utilisant les notations de la question 1I-1 et I'identité établie en I-2, on obtient

(E(A))" = (B(By))" = B™(B,) = E(A™).

La conjugaison constitue donc une correspondance bijective entre I’ensemble des
ellipsoides contenus dans K et I'ensemble des ellipsoides contenant K*.
Comme on a

vol(E(A)) vol((E(A))*) = V2,

un ellipsoide inclus dans K de volume maximal pour cette propriété a pour conjugué
un ellipsoide contenant K™* de volume minimal pour cette derniere propriété.
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L’ensemble des matrices symétriques > 0 de M, (R) dont Dellipsoide associé
contient K* est un ensemble convexe sur lequel la fonction A +— vol(E(A)) est
strictement convexe, d’apres II-2. Son minimum est alors unique, d’otu le résultat.

PS : Signalons que cet ellipsoide a déja fait I'objet d'une étude dans le probleme
d’analyse d’agrégation externe 1996.

4-a Détermination de gx : Commencons par dégager quelques propriétés élémentaires
du groupe Isg.

La norme subordonnée a jx des éléments de Isg est < 1 ce qui assure que Isy
est bornée. Le déterminant réalisant un morphisme de groupes continue de (Isy, o)
dans (R*, x), on en déduit det( Isg) C {—1,1}.

Considérons alors qx la forme quadratique associée a Fy.
Pour un élément fixé u de Isg, on peut écrire :

VzeR", jrlu'(2)<jk(2)” < qx(z)
d’ou on en déduit :
Ve eR", jx(z)® <qx(u(z)) = ¢ ().

Notons A, A" et U les matrices canoniquement associées a g, ¢’ et u.
On a la relation A’ = U AU, ce qui fournit

vol(E(A")) = ((det A)™Y2V, = | det U|7}( det A)~Y2V,, = vol(E(A))
d’ou par unicité d’un tel ellipsoide A = A’ et donc :
Vo eR", g(u(z)) = q(a)
Ainsi la forme quadratique g vérifie les propriétés requises.

4-b-1 Etude de K = B,, : On a immédiatement Ex = B, puis la forme quadra-
tique g (r) = 2?2 + ... + 22 vérifie les propriétés requises.

4-b-2 Etude de K = { € R" ;||z||oo < 1} = C : Ex et qx doivent étre
invariants par le groupe du cube. On en déduit facilement EFx = B, et la forme
quadratique qg (z) = 22 + ... + 22 vérifie les propriétés requises.

4-b-3 K = parallélépipede de R™ de centre O : K est I'image du cube C' par
une matrice inversible A.
Cet isomorphisme réalise en particulier une bijection entre les ellipsoides contenus
dans C' et ceux contenus dans K, multipliant alors leur volume par le réel | det A|.
On en déduit
Ex = A(B,) = BE(A'A)™).

Enfin sa forme quadratique associée
qx(v) = ((A'A) 'z, z)

vérifie les propriétés requises.
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Partie III — Théoreme de Brunn-Minkowski

1-a Etude du cas ng = ny; = 1 : Considérons Ky = P(a,b) et K; = P(c,d) deux
parallélépipedes rectangles de cotés de longueur respectif I; et L;, i € [1,n].
Il nous faut établir la relation

(L) (L) (L)
1<i<n 1<i<n 1<i<n

inégalité déja étudiée dans le lemme de la question II-2. On a également vu qu’il

, sz s P n N T .
y’a un cas d’égalité si et seulement si == c’est-a-dire si et seulement

n
si P(a,b) et P(c,d) sont images I'un de 'autre par une homothétie affine ou une
translation.

1-b Construction de k,t et u : P(aV, b)) et P(a®,b?) sont d’intérieurs
disjoints donc il existe k € [1,n] tel que

Jal 6 el 0P [= 0.

Cet entier vérifie les propriétés requises pour le choix du réel t = min(bl(j), bl(f)).
Par ailleurs a ’aide du théoreme de Fubini, on vérifie la continuité sur R de la

fonction s — vol(K; N {xy < s}). D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,

elle prend surjectivement ses valeurs dans [0, vol(K7)].

Alors un réel u tel que

vol(K 1 {ay < u}) = ~ED Vzi(ffgg e <) ¢ 0, vol(iy)]

vérifie les propriétés requises.

1-c Fin de la récurrence : Posons K, = Ko N {x < t}, Kg = Ko N {zp > t},
K =K n{x,<u} et K =K N{x > u}.
Commencons par remarquer les inclusions

Ky +K; CKo+ K, e Kf+KCKy+K;.

(Ky + K7)N (K + Ki) étant contenu dans 'hyperplan zj, = ¢ +u est négligeable.
On en déduit

vol(Ky + K1) > vol(Ky + K7) 4+ vol(K{ + K77).

Les parallélépipedes rectangles constituant K, U K; et K U K sont d’intérieurs
disjoints et, par construction de k, en nombre < ng + n;.
L’hypothese de récurrence permet alors d’écrire

vol(Ky + K7)
vol(Kf + Ki)

3= 3=
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) n
d’ou le résultat.
Une union finie de parallélépipedes rectangles pouvant s’écrire comme union de
parallélépipedes rectangles d’intérieurs disjoints, le résultat demeure encore dans ce
dernier cas.

ce qui fournit successivement, compte tenu de la définition de u

:\H
3=

vol(Koy + K1) > ( vol(Ky ) + vol(K
vol(Ky)

VOl 0

( vol K+) + vol(K; )»)"
) + vol(K{) (1 + 7\/01([(1)
vol(Ky)

= <V01(K0) + vol(K;) %>n

1
n
1
n

Sl=| 3=

= vol(K) (1

2 Théoréme de Brunn-Minkowski : Montrons d’abord que le résultat vaut pour
deux ouverts non vides bornés wy et wy.
Ces deux ouverts sont union dénombrable de parallélépipedes rectangles (P, )men
t (Qm)men, ce qui permet d’écrire

vol(wp) = lim  vol( U P,) et vol(w;)= lm vol( U Qp)-

m——400 m——+00
0<p<m 0<p<m

La question précédente assure

3=

vol( U Pp)%—i— vol( U Qp)

0<p<m 0<p<m

; <V01< U B+ U Q;;))n

0<p<m 0<p<m
1
< vol(wg +wy)n.

Le passage a la limite quand m tend vers 400 dans le membre de gauche fournit ce
premier point.

Considérons deux compacts Ky et K. Sil'un des deux est négligeable le résultat
est clair, sinon introduisons les suites d’ouverts (U, )men €t (Vin)men définies par

1 1
Un ={x € R" ;d(z, K) < 2—m} et V,={reR";d(z, K< Q—m}

On peut déja écrire, pour tout m € N
vol(Kp)w + vol(Kp)n < vol(Up)® + vol(Vi)® < vol(Up, + Vi),

d’ou

3\*—‘

vol(Ko)% + VOl(Kl)% < in?N vol(U,, + Vm)% = vol ﬂ Up, + Vi) ™.
me

meN

Remarquons alors la relation Ko+ K; = ﬂ (U + Vin).
meN
L’inclusion directe étant triviale, considérons a un élément de ﬂ (U, + Vin).

meN
Pour tout entier naturel m, on peut trouver (z,,, ym,) € Uy, XV, tel que a = x4+ Yy,

La suite (2., )men ¢tant bornée, on peut trouver une sous-suite (2, )ren qui converge
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vers un élément x € R™. Alors (ym, )ren converge vers y = a — .
Comme on a, pour tout k € N

1 1
et d(Ym,, K1) <

B kaa

d(.fll'mk, Ko) <

X ka

on en déduit d(x, Ky) = 0 et donc & € K, puisque Ky est fermé puis de méme
Yy € Kl.
Il en résulte a = x +y € Kg+ K; et par suite Kg+ K; = ﬂ (U + Vin).

meN
En conclusion, on a établi

vol(Ko)# + vol(K1)n < vol(Kg+ K1)7.
Partie IV — Etude de la quantité vol(K)vol(K*).

1-a |z| < 4/n : Menons une étude préliminaire dans le cas de la dimension deux.

L’enveloppe convexe de { By, £(|z],0)} est contenue dans K. Pour 0 < b < 1 < a,
1,5
b2
montre que la droite d’équation : x; + A\xo = |z| est tangente & v si et seulement si

x
notons 7 l'ellipse d’équation : —; + = 1. Un petit raisonnement géométrique

a’® + b’\% = 22,

Cette méme droite est alors tangente & 9B, si et seulement si 1 4+ \? = 22,

Une CNS pour que l'on puisse mener de (|z|,0) une droite qui soit tangente & vy et

0B5 est donc
, a*—U
¢ = )
1— b2
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Des arguments de convexité dans chaque quadrant du plan permettent de déduire
que dans ce cas 7 est contenu dans I’enveloppe convexe de {Bs, £(]z|,0)} et par
suite dans K.

Venons en au cas général. Choisissons les réels a et b précédents tels que la
relation ci-dessus soit vérifiée et considérons lellipsoide I' d’équation

2 2 2
Iy | Ta T,
$+b—2—|—~-+ﬁ—1.

I' se déduisant de l'ellipse précédente par des rotations d’axe Oz, est de méme
contenu dans K.

Remarquons alors que vol(I') = ab™~'V,,. 1l peut donc dépasser le volume de B, des
que ab” ! > 1, ou encore a > b'™", c’est-a-dire si

- CL2 _ b2 - bQ(l—n) _ b2
T -2

:1_'_b72_'_b74_'_“__'_b72(n71).

La somme géométrique minorante étant > n, un tel couple (a, b) peut étre déterminé
des que 22 > n, d’ott le résultat.

1-b Ex C K C /nEg : Ex est I'image de B,, par un automorphisme linéaire
donc on peut se ramener au cas Fx = B,,.
Par ailleurs, il nous faut établir que pour £ € K, on a [|£]| < v/n. On peut choisir
les axes du repere tel que £ soit sur Ox; et se ramener au cas ou £ = (z,0,---,0).
Le résultat est une conséquence de la question précédente alors.

vol(K)vol(K*) > n~2 vol(B,)? : L'utilisation des relations Ex C K C /nEx
et (vVnEg)* C K* C (Ek)* fournit

vol(K)vol(K*) > vol(Ek) vol((vnEk)")

d’ou le résultat.

2-a Etude de la CNS demandée : Il semblerait que le choix d’une base ortho-
normale dans H~ soit nécessaire pour mener & bien la suite du probleme. Nous nous
placerons dans ce cas désormais.

Montrons que la condition est nécessaire. Supposons donc (§,\) € K*.
Pour tout x € Ky, on peut écrire (£, z) = (({, \), (2,0)) < 1, d’ou £ € (Kp)*.
Par ailleurs, fixons t > 0 dans I. Alors pour tout x € K;, on a

(€, A), (z,1)) = (&, 2) + At < 1,

d’ou en prenant la borne supérieure dans K, on obtient

1—@f(t)+ At <1 Cest-a-dire <

Le passage a la borne inférieure sur 7N]0, +o0o| fournit alors

of (t) '
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L’inégalité
K
—t
A N
t>0 t

s’établit de maniere analogue.

Montrons que la condition est suffisante. Supposons donc les trois points précédents
vérifiés pour (£, \) € H x R et considérons (z,t) € K.

e Sit=0,alors z € Ky et donc ((&,\), (z,0)) = (£, z) < 1 puisque £ € (Kj)*.

of (t)

e Sit>0,alors \ < et par suite

(€ A), (@) = (€,2) + M < 1 — (1) + M < 1.

Le cas t < 0 se traite de fagon analogue.
En conclusion (£, \) € K*, ce qui établit le résultat.

2-b vol(K’) > vol(K) : On peut déja écrire

1
vol(K') = / dr dt = // dzr dt = /Vol (—(Kt + K_t)> dt.
K’ IJ (KK ) I 2

L’inégalité de Brunn-Minkowski donne, pour tout t €

1 11 1
vol <§(Kt + K_t)> = §V01(Kt + _[(_t)ﬁ

1
5(vol(zm)ﬁ +vol(K_,)71)

>
= vol(K;) 1,

et par suite

vol (%(Kt + Kt)) - vol(K,).

I en résulte
vol(K') > /VOI(Kt) dt = vol(K).
I

Etude du cas d’égalité : Par homothétie affine dans le cas d’égalité de I'inégalité
de Brunn-Minkowski présentée dans la partie III, il faut comprendre homothétie
positive affine, ce que nous ferons dans toute la suite.

Commencons par remarquer grace a l'inégalité de Brunn-Minkowski que les fonc-

tions ¢ — vol (3(K; + K_;))" " et t — Vol(Kt)ﬁ sont concaves sur / donc continues
sur l'intérieur de I. Le cas d’égalité se traduit donc par

VOl(K; + K_¢) 7T = vol(K,) ™7 + vol(K_)7,

pour tout ¢ intérieur a I, qui correspond au cas d’égalité dans Brunn-Minkowski.
Posons I = [—a,a] et considérons = dans K,. K étant O-symétrique, contient
une boule ouverte B centrée a l'origine. Alors 'enveloppe convexe de {B, £(z,a)}
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est contenue dans K, d’ou a l'aide d'un dessin, on déduit que pour ¢ intérieur a I,
K; = —K_; est d’intérieur non vide dans H. Il en résulte vol(K;)vol(K_;) > 0.

Alors d’apres la propriété admise dans la partie ITI, pour tout ¢ intérieur a I, il
existe u; € H et Ay > 0 tels que Ky = 2, + A\ K 4. Le passage au volume dans cette
égalité conduit a A\, = 1, d’ou le résultat souhaité.

2-c vol((K'’)*) >vol(K™*) : La question IV-2-a donne

1nft>0
vol(K*):/ d\ df = / / o A dE,
K* (Ko)* infy>0 5
/

d’olt on obtient, en notant que Ky = (K')g

&(—t
vol(K*):/ WL ORI AR
(K")o)* t>0 t t>0 t

Fixons £ dans ((K")o)*. On peut écrire

Kt K(_t B(t) 4+ & (—t
inf@§(>+inf¢§( )ginfsog() ee (—1)
t>0 ¢ t>0 t t>0 t
2 — (sup (&, z) + sup (£,9))
. reKy yeK _4
= inf
t>0 t
2—  sup  ({,x+y)
. (zy)eKex K¢
= inf )
t>0 t
soit encore
1—  sup  (£2) ,
LR R (=) €L (KitK_y) 208 (1)
inf ——~ 4+ inf =——= <inf = inf .
t>0 ¢ t>0 t t>0 t/2 t>0 t

Il en résulte

205 (t
vol(K™) < / inf 7% (®) d¢ = vol((K')").
(o) 20 1

Existence de p; : K maximisant la quantité vol(K)vol(K™*) sur les corps convexes
compacts O-symétriques, 1’étude qui précede conduit a vol(K) =vol(K').
Le résultat est alors une simple conséquence du cas d’égalité vu précédemment.

2-d Existence de p¢ : De ce qui précede, on déduit également vol(K™*) =vol((K”)*).
K est un corps convexe O-symétrique de H donc il en est de méme pour (Kj)*.
L’intérieur de (Ky)* s’écrit

O ={€ € H 1y (€) < 1} = {£ € H ;0K(0) > 0},

Pour £ € Q et t > 0 dans I, on peut écrire
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On en déduit que la fonction

K
. e (t
¢ inf f_()
t>0 t
est définie concave sur 'ouvert convexe €2 donc est continue sur §2.

On a un résultat analogue pour les fonctions

¢ s inf ve (1) et €+ inf #e (1) + e (1)
t>0 t t>0 t '

Les inégalités établies en IV-2-c sont alors des égalités sur 2, égalités qui sont
triviales sur

O((Ko)*) ={¢ € H ;¢ (0) = 0}

puisque dans ce cas chaque membre vaut

(e )a(0) — (¢ )5 (0),

d’olt on a sur (Ky)*

&t E(—t E(t) +of (—t
L PED) D) o)+ el (1)

t>0 t t>0 t t>0 t

Nous utiliserons alors le

Lemme : Soit ¢ :]0,a[— R une fonction convezxe et 6 €]0, al.
Alors si ¢(0) = 0¢/,(0), la fonction

présente un minimum en 6.

Démonstration : On peut écrire sur |0, a|

i = A=) _ o)

¢ est convexe donc v est croissante sur |0, a (classique), d’ou les hypotheses con-

duisent a
{ 0

et donc au résultat du Lemme.
Remarque : Rappelons qu'une fonction numérique a dérivée a droite > 0 sur un
intervalle ouvert est croissante.

On a bien évidemment gy = 0.
Considérons £ € H non nul puis les fonctions f =1 — cp? et g:t— f(—t).
Pour tout A > jixy)+(§) = f(0), I'élément A1 est dans (Ko)* ce qui fournit

LA 1= AT 2 A—lf(tz — A g(t)

t>0 t t>0 t t>0
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c’est-a-dire :

Vs fo), 2= L@ A9 22 S0) — ()

t>0 t t>0 t t>0 t

Fixons alors un élément s > 0 dans l'intérieur de I.
Les fonctions

t'_))‘_f(t)a tH)‘_g(t)a t'_>2)‘_f(t)_g(t)
sont convexes et le Lemme permet de voir que pour le choix de
1
A= 5 (f(s) +9(s) = s(fals) + ga(s)) = f(0),

la fonction

22 = f(t) = 9(1)

t—

t
admet un minimum en s.
La relation \ \ )
g XSO A=) 20— () — (1),
t>0 14 >0 t >0 t
s’écrit alors \ .
AT A= g() 20— f(s) = g(s)
>0 t t>0 t S
et montre que
A—f(t A —gl(t

admettent un minimum en s.
Donc les dérivées a droite en s de ces deux dernieres fonctions sont > 0, ce qui s’écrit

—sfy(s)+ f(s)=A=>0 et —sgy(s)+g(s)—A>0.
Comme les membres de gauche de ces inégalités sont de somme nulle, il vient

—sfa(s) + f(s) = —sgq(s) + g(s) = A.

En résumé, on a pour tout s > 0 intérieur a [

—sfa(s) + f(s) = —sgq(s) + g(s)

(57), 0
s )4

d’olt I'existence de pe € R tel que

et done

F(5) = g(s) = @ (=5) — @' (5) = pes,
pour tout s > 0 intérieur a I.

2-e Existence de s : En conservant les notations de I'V-2-b, on vérifie aisément
la relation, pour tout ¢ intérieur a [

e (—t) — ¢ (t) = (€, 2mm).
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L’identité établie en IV-2-d étant en fait valable pour tout ¢ intérieur a I, on a :

V€ € H7 <€7 2Mt> = :ué"t'

L’application § — p¢ est donc une forme linéaire sur H d’ou l'existence de p € H
tel que :
VEe H, (&2u) = pe

et donc p; = tu, pour tout ¢ intérieur a I. Par ailleurs si a est I'une des bornes de
I etz € K,, 'élément 2’ = (2ua — z, a) est dans K car adhérent a [0, 2'[C K.

On en déduit que la relation pu; = tp vaut pour tout ¢t dans I et que la transfor-
mation de R", s: (x,t) — (z — 2ut, —t) est une symétrie par rapport & H qui laisse
K globalement invariant, d’ou le résultat.

2-f K est un ellipsoide : L’identité établie en I-2 permet de voir que 'action
d’un automorphisme sur K ne change pas la valeur de vol(K)vol(K™).
On peut alors se ramener au cas ot B = B, et qx = || ||*.

La question II-4-a permet alors de déduire que la symétrie s précédente est
une réflexion. Cette propriété étant indépendante du choix de 'hyperplan H, il en
résulte que K est laissé stable par toutes les réflexions de R™ et par suite est une
boule euclidienne centrée a 1’origine.

En conclusion K est un ellipsoide, d’ou vol(K)vol(K*) = V2

3- Conclusion : D’abord signalons que la propriété de compacité admise est er-
ronée. Il suffit de prendre par exemple (a,b) = (0,1) pour vérifier que ’ensemble

proposée n’est pas bornée.
Il semblerait que ce soit I’ensemble

{K'e€C;e"K C K' C "K}

qui est compact, pour a < b réels, hypothese que nous ferons dans la suite.

D’abord controlons la continuité sur C de ® : K +— vol(K)vol(K*).
Raisonnons séquentiellement dans C. Considérons une suite (K),)yen de limite K.
On a immédiatement, pour tout p € N

e MK c K, c BB puis e MWK K ¢ (K,)F C e B [
Par passage au volume, on en déduit

lim vol(K,)=vol(K) puis lim vol((K},)*) = vol(K™),
p—00 p—00
d’ol ce premier point.
Montrons que 'application ® est majorée. Fixons K un élément de C.
On a Ex C K C /nEg donc K* C (Ek)* et par suite

®(K) < vol(v/nEg)vol((Eg)*) = n2 V2,

d’ou ce second point.

Montrons enfin que la borne supérieure sup ®(K) est atteinte.
KeC

Fixons K dans C. Pour tout automorphisme linéaire A, on a ®(A(K)) = ®(K).
Choisissons alors A de telle fagon a avoir Eyx) = B,. On peut écrire

B, C A(K) C v/nB,,



18 PROBLEME 3

d’ou on en déduit
sup ®(K') = sup  P(K').
K’eC B,CK'C\/nBn
D’apres I'hypothese admise, la borne de droite est prise sur un ensemble compact.
® étant continue, elle atteint son maximum, d’ou ce dernier point.
L’étude du cas maximal a montré que celui-ci est atteint pour des ellipsoides,
d’otu les inégalités annoncées.



