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Sujet d'Analyse et ProbabiLités.

Rappels et notations sur la transformation de Fourier.

On définit la transforrnation de Fourier j d'une fonction / intégrable sur IR par

/"+co

f (g) :  I  ta l  e- i '€ dx.
J -c,o

On rappelle que si / est continue et intégrable et si / est intégrabie alors on a la formule
d'inversion , ., f+æ

pour tout r  € IR, f  @): * I  iç11 ei 'c aE.
z1T J _s,,

Enfin, on a l'égalité :
/+ , ro  t  f *oo

I  t t@lrz d.": =' 1 l i(e)l 'ae. /-oo 2r J -*

pour / e .Ll n L2, ce qui permet de prolonger la transformation de Fourier à L2. La
transformation / * 

h i est alors une isométrie de L2 sur L2.

On définit aussi les coeffÊcients de Fourier (/;)162 d'une fonction / périodique de
période I et intégrable sur [0, 1] par

r I

i r :  I  f  @)  " - "on '  d r .
J o

Si / est continue et périodique de période l et si (îx)uen est absolument sommable alors
on a de même ia formule d'inversion :

p o u r t o u t r € l R ,  1 @ ) :  t Â  " 2 i k r t .
lçen

Erifin, on a l'égalité :
1 I

I  VfOî  d, :  f  t * t ,
Jo  kez

pour / périodique de période I et de carré intégrable sur [0, 1].
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Partie I :  Charrgernents d'échelle.

a) N'Ionlrer qtte si ll est trn nombre réelstrictement positif et si / est une fonction périodique
de période ? et de carré intégrable sur [0, ?], alors / est la l imite dans -L2([0, T]) de la suite

LË-" f1,s-'2ikrt/t uù.f* : + îl f (r)"'nr"'/r d,r er que I'on a l 'égalité ti I.f Clf dr:
T Ill l lI,rrzlf xlz '

b) Montrer que si / est une fonction de ft(I|t) eb a est un réel non nul, alors la fonction g
définie par g(r) == f (ar) a pour transformée cle Fourier g(€) : #f(i).

Fartie II : Formule sornmatoire de Poisson.

On suppose dans les questions suivantes que à est une fonction intégrable sur IR et
nulle en dehors d'un i ir lervalle borné l-M, M).

a) Montrer que Â est développable en série entière avec un rayon de convergence infini.

b) N'lontrer que la fonction 11 définie par H(r):Lnenh(r- À) est périodique de période
1 et intégrable sur i0, 1l et montrer que les coefficients de Fourin Èp de.IJ vérifi.ent Ho.:
h(zkn) pour tout  k e '2, .

c) lVlontrer que si à est de classe C2 àlors LrrolhçZ|r1l < oo et on a, pour tout r € IR,

Luroh(r - À) : Ire ,oîr1Ztt"1 "aikrc.
Montrer que pour tout  j  € I l  et  tout  r  € IR on aLt ez,Gi) i@-k) in@ 

- f r )  :

L *ro4it hl Qkr) "2ikr r .

d) On suppose h ,le classe C2 et Â10; : i. On fixe N e IN. Montrer que les irois
propositions suivantes sont équivalentes :

(P1) Pour torrt j € {0, . . . , N} i l  existe un po}ynôme Çi-r de degré inférieur ou égal
à j - 1 tel que pour tout r € IR on a

r-r - \-
/--
k e n

(P2)  Pour  tou t  j  €  {0 ,  .  .  . ,  N}  i l
à j -^ 1 tel que pour tout r € IR on a

( À ' + Q j - t ( k ) ) h ( x - k )

exisbe ulr polynôrne ,?i-1 de degré inférieur ou égal

I *, h(, - k) : x)i + Rj-r(r)
k e &

(P3) F'our tout 7 e {0, . . . ,I/} et tout k e'Zf on a

t*îtenr) : oa<r

Rappel : Par conrrerttiorr, le polynôrne nul a pour degré -oo ; c'est le seul polynôme de
degré strictement négatif.
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c) \Iontrer qrt ' i l  n' t- 'xi : j te pas clc lonction fu cle classe C2 à supporr cornpacr vérif iarrt Â10; : I
e t  te l le  qt lc  pour  toub ent ier  3  € N i l  ex is tc  r in  pro l .ynône Qr-1 de degré in fér icur-orr  égal
à  7  -  1  te l  que  po r r r  t ou t  z  e  I I I  on  a i t  t j  : L * r r ( k j  +Q i_1 (È) )  h , (e ;  -  f r ) .

Part ie II I  :  Projections orthogonales.

Dans cctte part ie, ott corrsidère une fonction à de classe C2 sur IR, rrul le en dehors
d'urr interveri ie borné l*I ' t ,M) (I, I  entier) et non identiquement nuile. On appelle l /  le
sous-espâce ferrné de Lz engendré par les fonctions h(r-k), fr e T, (c'cst-à-cl ire i 'adl iérence
dt t  sous-espace vector ic l  engendré par  les fonct ions à(r  -  È) ,  À en) .Enf in ,  on note P le
projecbeur orthogonal de L2 sur l / .

a)  lv {ont rer  que pcur  tout  (À-^- ,  À_n+r , . ' ,À l r )  a62N+1 on a  pour  tou t  r  €  I I I -

<  2 I {  ) -  1 , l i l 2 l i r ( r  -  À ' ) l '
Z-/

i k l < N

I  I  À6à( r - r ' ) l '
iÂ ' l<  ^ /

et  en corrc lure qu 'on a

l , r l < N

b) Soit rn({)-une fonction 2zr-périodique de carré intégrable sur l*n,nlet soit g la fonction
g(() :  rn(ç)Â({). lvtontrer que 9 est la transformée cie Fourier d'un élément / rte I/ ,  (On
décomposera 'rn en série de Fourier rn(6) : Lorornpe-ik€y.

c) Soit p({) une fonction mesurable 2zr-périodique tel le /olÂtel12lp(€)l2 rt€ < oo er soit
r(€) : lt(JJh@. Montrer que 7 est la transformée de Fourier d'un élément / cle I/.
( Inc l icat ion:  consic lér€r  ?7)1y(€)  :  p(€)  s i  lp(Ol  (  l /  er  - ,^ r ( { )  :0  s i  lp , (€) l  > ,^ / ) .

d) lviontrer que À ne s'zrnnule qu'un nombre fini de fois sur [*r, r] et en conclure qu'on a,
pour tout { e [-o,n] en dehors d'un ensemble au plus f ini de points,

o . I l Â ( e  + z k n ) 1 2  ( * o o .
k e n

En ,'céduire que si / e tr2 alors on peut définir pour presque tout € e IR

r  1 ( c \  _2 J  \ S /  
-

\ '  îrr
LJlreZ'  J \ \ + zkr)h({ + 2kr) ̂

^ h(€)
D*ro

f , T-
/-_ , 1---/  nt  lÀ' i< .N

À6h(r  -  À ' ) l '  r t r  < 2Ml là l l ;  I  lÀ* l '

là({ + 2kn)12

et que la fonction tr/ ainsi définie est la transformée de Fourier d'un élément de V.

e) Montrer qu.e la transforniée de Fourier de Pf est Lf .
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Pantie IV : Transformêes de Fourier de fonctions holomorphes,

L)rr considère une fonctiorr holomorpher g définie sur le plan C topt entier et vérifiant :
i )  e({ t )  :  1
i i )  lg (z ) l  <  in f (1 ,p f ; )  e lhn  z l  ; :our  rou t  z  €CI

oir Re z et Iur z désignent respectiveinent la partie réelle et la partie imagilaire de z.

a) On considèr'e la fonctiori Log z ciéûnie pour lz - 11 < l par Log z - - 5-, _. (,1,)1.

) , l o n t r e r q u e , p o u r  l r - L l S l l z , o n a :  i L o g z l S t . , r - r ,  < Z l r "  t i .  
L - k > L  k

b) \rérif ier que pour por-rr lz - i l  < 1 on a *1,*g z : +et eLoB " : z.

c) lr'fonti:er que si (g,,)"rer,s- est une suite de fonctions continues bornées sur un ouvert fl
de o et eue l,,ebr" l l .q,, l l ." < cc (où l l.q"l l*, : Supz€e lg"(t)l) alors la suire de fonctions
(1,,),,e nq" définies par ̂ /n(r) : I-li:, (I + go(z)) converge uniformément sur e.

On notera alors l l[, (t +.or(z)) la l imite des 7,,(z). Montrer que sous ces hypothèses
le produit [ lL, (t + gu) ne peut s'annuler en un point 211 de 0 que si I 'un des facreprs
i  * g* s'annule etr 26.

d) Il'Ionirer que la suite de forrctions (?,")",e N" définie par 7,., Q) : lii=, g(;r) converge
uniforménrcnt sur tout compact de 0 vers unc fonction holornorphe G(z) : l lËr gGù.

e) Montrer que pour tout ft € IN on a

^  À ( À + l )

l c ( r ) l  5  i n f  ( t , f t ; , r )e i lm , t .

f) On définit ,  H("): # / l ;  G(d)ei '€ d{. N,iontrer que -Fl est une fbnction de classe C-
sui iR..

g) N{ontrer que pour tout z € IR et tout y € IR on a

H ( * ) : { :  { * *  * G * i s ) e " ' €  d , g
tt7f J _,o

e[ en déduire qrre .[1 est à support compact et que son support est contenu dans [--t, t].

n 1
t 1
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Pant ie V

Ol cléfinit, t/(r) pour r € lR

r i l  * \  -

:  La fonction U de Rvachev"

pa.r

* f.J ",.,
a) I,{ontrer que pour z € O et N € ni. ou a sin z - ZNsin(ufu) fJi=r cos(-fr) et el déduire
que l r i  :  l lËr cos(f t ) .

En conclure que 1",* | < inf(l, 
nia ) .tIm ,1.

b) \4ontrer que [/ est une fonction c* et que le support de [/ est

c) Just i f ier que Û({) :  nË, W). Eu conclure que ûei l :
que ia  r iér ivée de [ /  vér i f ie  U,( r )  :2LI (2r  + 1)  _  ZL| (Zr  *  I ) .

ci) Soib 1 la fonction calactérist iclue de i ' iutervalle [- r/z, l l2]. On définit  par récurrcnce
ia fonction orL par

o t ( r )  :  X@)  e t  ona l  ( " )  :

I\4orrtrer qile, p,lur tout n )_ 2, on est continue,
yrorr r  tout  r  e t  que ï l ro- ( t )d t  :  1 .

e) ,Vlontrer que a,. est de classe C2 pour n >

N{ontrer tiue

SIni ; i r  )' z J  i  - l a" -^- r  -  uç '

2 J

contenu dans [ -1 ,  1 ] .

T ÛfCl et en décluirc

-  t )  dt .

[ - 1 , 1 ] , q u e 0  S o , , ( r ) K l

4 et que ô"(€): l l t, +P pour n ) 1.
2 J

l/ I 0, les

2*=r avec È

at

IT
; - 1

{.: 
zo,(zt)y(r

nulle eii dehors de

_lis [ '"* lu^(€) - û({)l d{: on-+x: ,J _*

et en conclure que d'n converge uniforrnérnent vers U.

f)  En dé<iuire que [ /  est à valeurs clans [0,  +co[.  Montrer que U est croissante sur [-1,0] et
clécroissante sur [0, 1]. Montrer plus précisément que LI est stricternent positiv. ,u1. ; - r , r i(Or r  ra isc rnnera  sur  la  va leur  de  c :  inT{ t  I  U( t )  *0 ) ) .

g) Iv lontrer que LounU(,  -  È):  t  et  en décluire que { / (0) :1.

h) Montrer que pour tout N e IN on a l l #Ulç- 
- zni(lr+r)/2 et que, pour

zéros de la fonction ff iU sur ] - 1,1[sont exactenrent les points cle la forme
ent ier ,  lÈl  ç 2ru-t .
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Partie VI : Quelques propriétés de [/.

a)  Montrer  que pour  lout  l /  e  b l  e t  tout ,  p  € {0, .  . . ,  N}  i l  ex is te un polynône ( )o_r . , . r  d .e
degré i'lérie'r ou égal à p - 1 tei que porir tout :r € IR on ait

. .p  - -  I  \ -  , , . r ,  ,  r t  ,  br '  -- 
zru(p+lt t  (f t" + Qp-',r(fr)) u@ - 

#)k€n

b) On trote 
-y',v 

le sous-espace fermé de L2 engendré par les fonctions U {, - 
t*), * € Z et

P1,' le projecteur orthogonal sur I{y. lVlontrer que, pour I ç L2,la transfor.rié" d" Fourier
de P1,'/ es',, égale presque partout à

Drrn iG + z*z*n)tG + zNz*n) r,,,,
Wrt*)? 

--u(q/

c) on noLe, pour "f € L', fx la lbnction de transformée de Fourier /N(€) : i1E; si
l { l  5  zNn e t  / , y ( { )  :  0  s i  l { l  >  2Nr .

h{ontrer que l l /  -  PNf i lz  S l lhr  -  Pwf wl iz+ l l l  ,  f r , r !12 er que

ll/r' - Pr'r fwË : * l':." ^lf(Cll' ffi "

d) Montrer qlre si "ç. ( ZrZZ on a

W - Ex"'e4t;F*lÛrcfiN +2kr)12
TrrutÛtc i  iNzk,t) | ' �  

-  
Lr* -

et en déduire rlue

Lrro,- IYG + z*zx")lt . l€.1" Luro!ÙGlz* t zt'")l'
|,rrol[/(€ + 2Nzxr\1z 

- (2N7r)2N IUG/zN)lt

p o u r - 2 N n ' < {  { 2 N r r .

e)  on note a:  in f lg1<, ,  lu(€) l  e t  13:  sur l€ t<, . ' f , r ro . lÛ(g + zkr)12.  Montrer  que o > 0
e t 0 < æ .

Montrer que pour tout p € IN et tout N ) p on a, pour tout / e L2,

i l / - Pn/ i l, s #ile,f({)i lz (r + $l

t . )

http://www.dynamaths.com

http://www.dynamaths.com

