Le probléme est constitué de quatre parties. Les définitions sont écrites en
gras et servent dans tout le probléme. La partie I1I dépend largement des résultats
des parties I et II. Ce n’est pas le cas de la partie IV qui peut &tre traitée
indépendamment.

. On désignera par R le corps des réels et par C celui des complexes. Les
parties réelles et imaginaires d'un nombre complexe z seront notées Rz et Jz.
Son conjugué est noté Z. L’argument d’un nombre complexe non nul z sera noté
Arg(2), c’est un élément de V'intervalle [0,2x[. Si p est un nombre premier, on
notera F,, le corps fini & p éléments. _

Si  est un réel, on notera |z] sa partie entitre, c'est le plus grand entier
n<z

Soient A, B et C trois groupes abéliens. On appellera forme biadditive de
A x B dans C une application f de A x B dans C qui vérifie les conditions

VacAVd cAVbeB fla+d b)= f(ab)+ f{a',b)

Vac AVbeB,Y € B  fla,b+b') = f(a,b) + £(a,V)

I Formes sesquilinéaires symétriques

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C. On appelle forme
sesquilinéaire sur E une forme biadditive b de E x F dans C vérifiant les
conditions suivantes :

VAeC,Vz€ E,Vyc€ E  b{Az,y) =Ab(z,y) b(z, Ay) = Ab(z,p)
Un telle forme b est dite symétrique sf 'ona :
vecE,VyeE b(x,y)=0by,z)

Une forme b sesquilinéaire symétrique sur E est dite définie positive (resp.
définie négative) sur un sous-espace vectoriel F' de E si pour tout vecteur non
mul z de F, b(z, z) est un réel strictement positif (resp. strictement négatif).

On appellera espace sesquilinéaire un couple (F,b) ot b est une forme
sesquilinéaire sur un espace vectoriecl E de dimension finie sur C. Un espace
sesquilinéaire (E, b) est dit symétrique si la forme b est symétrique.

Si (E,b) est un espace sesquilinéaire symétrique, I'orthogonal d’un sous-
espace vectoriel F de E est noté FL1. (’eat I'ensemble des vecteurs & € E tels
que b(z,y) = 0 pour tout y € F.



Une base B = (e1,€3,...,€.) d'un espace sesquilinéaire symétrique (E,b)
est dite orthogonale si b(e;, e;) est nul pour tous ¢ # j. On dira qu’elle est semi-
orthonormée si elle est orthogonale et si de plus b(ey, ;) est, pour tout i, égal
41 0ou-1

1) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. On suppose b non nulle.
Montrer qu’il existe un vecteur z € E tel que b(z, ) soit non nul. Montrer qu'il
existe un vecteur y € E tel que b(y,y) soit égal & 1 ou & —1.

2) Solt (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. Montrer qu’il existe une
base semi-orthonormée de (E, b).

3) On suppose que E est 'espace vectoriel C? et quelafmmebeatdéﬁme

par la maftrice
01
4=(1 )

Construire une base semi-orthonormée de (E, b).

4) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit B = (e;, €3,...,€s)
une base semi-orthonormée de (E,b). Soit E. (resp. E., Ep) le sous-espace
vectoriel de E engendré par les vecteurs e; vérifiant b(ey, ;) = 1 (resp. ble;, e1) =
—1, b(ey, &) = 0). Soit F un sous-espace vectoriel de E.

a) Montrer que Fn(E_EBEo) est nul si b est définie positive sur F et que
FN(E; @& Fo) est nul si b est définie négative sur F.

b) En déduire que le nombre 3, b(e;,e;)estmdépendantdeﬂ. Ce nomhre
sers, noté o(F, b) ou simplement o(E) &'il n’y a pas d’ambiguité.

5) Soient n > 0 un entier et E l'espace vectoriel C™ muni de sa base
canonique (e, €3, . ..,en). Soit b la forme sesquilinéaire sur E vérifiant :

1 si i+j=n+1
bles, e5). = {0 . J

Calculer le nombre o(E).

6) Soit (£, b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit = un vecteur non nul
de E.

a) On suppose que  appartient & EL. Montrer qu’il existe une base semi-
orthonormée B = (e1,€a,...,6n) telle que : z =¢e;.

b) On suppose que b(z,z)} est non nul. Montrer qu’il existe une base semi-
orthonormée B = (e1,€32,...,e,) et un réel A > 0 tels que : = = Aey.

¢) On suppose que b(:c, ) est nul et que = n’appartient pas 4 EL. Montrer
qu'il existe une base semi-orthonormée B = (e;,€e3,...,e,) telle que : z = e; +e3.

7) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit ¥ = Cx le sous-
espace vectoriel de E.engendré par un vecteur non nul ¢ € E et G = FL son
orthogonal, Déterminer 'espace G suivant les cas examinés dans la question 6.
Montrer que l’on a dans tous les cas : o(E) = o(F) + o(G).

8) Soit (F,b) un espace sesquilinésire symétrique. Soit F' un sous-espace
vectoriel de E et G = F1 son orthogonal. Soit (u1,ug,...,up) une base semi-
orthonormée de {F, b). Pour tout i < p notons F; le sous-espace vectoriel engendré
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par les vectewrs uy, j < i, et G; Porthogonal F;- de F;. Déterminer (en fonction
de o(E)) les nombres o(F;) + o(G;). En déduire la formule :

a(E) = o(F) + o(F1)

IT Espaces sesquilinéaires

Soit (E, b) un espace sesquilinéaire. Si F' est un sous-espace vectoriel de £, on
appellera orthogonal & droite (resp. orthogonal & gauche) de F 'ensemble
noté F-- (resp. L F) des vecteurs z de E qui vérifient :

VyeF b(!f': 3) =0 (resp b(m‘l y) = 0)

On dira que la forme b est non dégénérée i EL et 1E sont nuls, Si F
est un sous-espace vectoriel de F, on dira que b est non dégénérée sur F si la
restriction de b & F' est non dégénérée.

1) Solt (E,b) un espace sesquilinéaire. Soit B = {ey,...,e,} une base de E.
Soit M la matrice de b dans cette base, c’est-A-dire la matrice dont les coefficients
sont les nombres b(e;, €;). :

a) Sofent z et y deux vecteurs de E et X et Y les matrices colonnes ayant
comme coefficients les coordonnées de z et y dans 1a base B. Montrer 1a formule :

bz, y) = XMY

X étant la transposée de X et Y la matrice colonne dont les coefficients sont les
conjugués des coefficients de Y.
b} Montrer que b est non dégénérée si et seulement si M est inversible.
¢) Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes :
.~— b est non dégénéréc
— E+ = {0}
i— ~E = {0}

2) Soit (E, b) un espace sesquilinéaire. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
a) Montrer que F'1 et 1 F sont des sous-espaces vectoriels de E.
b) Mountrer les inégalités :

dimF + dimF > dimE dimF + dim! F > dimE

Montrer que ces inégalités sont des égalités si b est non dégénérée (sur E).
¢) On suppose que b est non dégénérée sur . Montrer les &galités :

E=FeFl=FglF



3) Soit E Vespace vectoriel C? muni de sa base canonique (e;, e3). Soit b la
forme sesquilinéaire sur E vérifiant :

Vie{1,2) blene) =0 ot bles,ea)=1

Déterminer un sous-espace vectoriel F de E tel que FL et L F n’aient pas la
méme dimension.

4) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire. Montrer qu'il existe un endomor-
phisme bijectif f de E tel que la forme (z,y) — b(f(2), ¥) soit une forme sesquili-
néaire symétrique. _

5) Soit (E,b) un espace seaquilinéaire. Soit € un complexe. On dit que b est
e-symétrique si 'on a :

Vi€ E,VYyec E bz,y)=eb(y,x)

On dira dans ce cas que (E, b) est e-symétrique.

a) Montrer que si la forme b est e-symétrique et non nulle, ona : e = 1.

b) Scit £ un nombre complexe tel que €€ = 1. Donner un exemple d'espace
sesquilinéaire (E,b) ol b est e-symétrique et non nulle.

6) Soit ¢ un nombre complexe tel que e = 1. Soit (E,b) un espace
sesquilinéaire e-symétrique. :

a) Montrer qu'il existe un nombre complexe'a non nul tel que ad soit une
forme seaquilinéaire symétrique. .

b) Soit § un nombre complexe non nul. Déterminer & quelle condition
(portant sur a et 2) la forme Ab est symétrique. Déterminer (en fonciion de
o(E, ab), de a et de §) le nombre o(E, 8b).

I11 Espaces semiquadratiques

Soit & un nombre complexe non nul. On pose € = ——Ta. On appelle espace o-

semiquadratique un triplet (E, b, f) oi E est un mpat?e vectoriel de dimension
finie sur C, b une forme sesquilinéaire sur £ non dégénérée et f une forme
linéaire sur E et tel que I’on ait :

(SQ) Ve€E,Vy€E b(z,y)—ebly,z) = af(2)f(y).
On pourra abréger 1'expression a-semiquadratique en ’expression a-SQ.

Un espace a-semiquadratique (E,b, f) sera dit de type T si f est nul et
de type T1 sinon.
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Soient £ = (E, b, f) et £ = (E',V, f') deux espaces a-semiquadratiques. On
appellera isomorphisme de £ sur £ une application linéaire bijective p de B
sur E' ayant, les propriétés suivantes :

VzeE fl(p(z)) = flz)

Vee E\Vye B V(p(x), () = b(z, ).

On dira que £ et £’ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de £ sur
g :

1) Soit (¥, ) un espace sesquilinéaire. Soit f une forme linéaire non nulle
sur E et 4 un complexe tel que u@ = 1. On suppose que 'on a :

Ve EVyeE bz,y)—ubly,z) = af(z)f(y).

Montrer que u est égal A .

2.a) Soit £ = (E, b, f) un espace a-semiquadratique. Montrer qu'il existe un
unique vecteur e € F vérifiant la conditions suivante :

VieE bz, e)= f(z)

Ce vecteur sera appelé vecteur centre de £.
Soit A le complexe défini par la formule :

fley=1=2

I
y

Montrer que Fon a : AX = 1.

Cet élément A sera appelé poids de £.

b) Soient £ = (E,b, f) et £&' = (E', ¥, '} deux espaces a-semiquadratiques
isomorphes. Montrer qu’ils ont méme paoids.

c) Déterminer le vecteur centre et le poids d’un espace a-semiquadratique
de type TO. )

3) Soit £ = (E,b, f) un espace o-semiquadratique de type T1. Soit e le
vecteur centre de £. Soit z un vecteur non nul de F et F lorthogonal & gauche
du sous-espace vectoriel de E engendré par z. Montrer que Kerf est 4gal A F gi
et seulement si = est colinéaire & e. Déterminer 'orthogonal & droite de Kerf.

4) Soit A un complexe différent de 1 tel que AX = 1. Montrer qu'il existe
une unique forme sesquilinéaire  sur C telle que (C,b,1d) soit un espace o-
semiquadratique de poids A.

Montrer que deux espaces c-semiquadratiques de dimension 1 et de type T1
sont isomnoerphes si et seulement ai ils ont méme poids.



5) Soit £ == (E, b, f) un espace a-semiquadratique de type T1, de dimension
2 et de poids A = 1. Soit e le vecteur centre de £.

a) Soit z un vecteur de E tel que f(z) = 1. Montrer que la partie réelle de
b(z,z)/cx eat égale & 1/2.

b) Montrer qu’il existe un vecteur x de E tel que f(z) =1 et b(z,z) = %.

¢) En déduire que deux espaces a-semiquadratiques de type T1, de dimension
2 et de poids A = 1 sont isomorphes.

6) Soient £ = (E, b, f) et £' = (E',V, f) deux especes a-semiquadratiques.
Montrer qu'il existe une unique forme sesquilinéaire 4" sur E” = E x E' et une
unique forme linéaire f” sur E” vérifiant les conditions suivantes :

_—VzeENTeFE ['(z2)=f(z)+f(z")
“—VzeE\VyeE b'((2,0)(y0))=bzy)
—Vve' e B\ ¥/ € B b7((0,7),(0,1))) =¥ (=',¥)
—VYreENVyeE V((0),09))=0

— (E",b", f") est un espace o-semiquadratique.

Calculer ¥’((z, z’), (y, ¥')) pour tous z,y de E et tous 2’,y’ de E'.

L’espace a-semiquadratique (E”,b”, f”) sera appelé produit orthogonal
de £ et de £’ et noté £ x €.

7) Soit £ = (E,b, f) un espace a-semiquadratique. Soit F' un sous-espace
vectoriel de E. On suppose que b est non dégénérée sur F. Soient by et fo les
restrictions de b et f & F, b, et f les restrictions de b et f & FL, et by et fa
les restrictions de & et f & -F. Montrer que F = (F, bg, fo), F+ = (FL,b1, f1)
et TF = (LF, by, fa) sont des espace a-semiquadratiques. Montrer que £ est
isomorphe au produit orthogonal de F et de -, ainsi qu’au produit orthogonal
de 1F et de F.

8) Solent £ = (E,b, f) et £ = (E', ¥, ') deux espaces a-semiquadratiques.
Soient € et e’ leurs vecteurs centre et A et A’ leurs poids. Déterminer le vecteur
centre du produit orthogonal £” de £ et de £’. Montrer que le poids de £” est
égal & AN,

9) Soit £ = (E, b, f) un espace o-semiquadratique. Soit F le noyau de f.
Montrer que b est non dégénérée sur F si et seulement si le poids de £ est
différent de 1 ou si £ est de type TO.

Montrer que iab est une forme symétrique sur F.

Si £ = (E,b, f) est un espace a-semiquadratique, on appellera pseudo-
signature de £ le nombre ps(€) = o(Ker f, itb).

10) Soient £ et £ deux espaces a-semiquadratiques. On suppose que £ ou
&’ est de type TO. Déterminer la pseudo-signature de £ x £’ en fonction des
pseudo-signatures de £ et de &£’.

11) Soit £ = (B, b, f) un espace a-semiquadratique de type T1. Soient E
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et Ey deux sous-espaces vectoriels de E tels que : E = E; @ E;. On suppose que
E3 est I'orthogonal & droite de E, et que f n'est nulle ni sur E) ni sur E,.

a) Montrer que les restrictions de b et de f induisent sur E; et Ep deux
structures d’espaces a-semiquadratiques de type T1 que l'on notera £; et &;.

b) Soient e; et e; les vecteurs cantre de £; et £5. Soit F le noyau de f. Soient
F) et F; les intersections de F avec E; et E;. Montrer Pinclusion : -

Fn{A& FQ)J' C Ce; @ Ce;.

En déduire que I’intersection de F et de (F, @ F3)' est engendrée par e; et eq 8i
les poids de £; et £3 sont égaux 4 1, et par f(e3)e; — f(e1)ez sinon.

c) Solent A, A; et Ag les poids de £, & et £. Montrer que le nombre
ps(E) — ps(&1) — ps(&;) est égal 4 1, 0 ou —1 suivant que T + TAg — I est
strictement positif, nul ou strictement négatif.

Indication : On pourra utiliser les résultats de la premiére partie.

Soit £ = (B, b, f) un espace o-semiquadratique. Soit A son poids. Si A = 1
on pose : o{E) = ps(£}, sinon on pose :

Argh

o(€) =ps(€)+1— -

Le nombre o(€) sera appelé signature de £.

12) Soit £ un espace a-semiquadratique de dimension n et de signature
. Soit A son poids et s sa pseudo-signature. Montrer que X est égal 4 1 si et
seulement si 0 — n est un entier pair. En déduire les formules :

A = e'l"ll'(ﬂ—ﬂ')

=1 s c—-ne2Z
~ ln+1+2[252] sinon

13) On reprend la situation de la question 11, avec les mémes notations. On
pnse)q=e‘ﬁetA2=e"’,ave00$ﬁ<21ret05*y<21r.Onpoaek=1,2ou3
suivant que 3+ v — 2m est strictement négatif, nul ou strictement positif.

Calculer o(£) — o(£1) — o(E2) ~ (p8(E) — pa(£1) — ps(£32)) en fonction de G,
7 €t k. En déduire que o(£) est &gal & o(&,) + o(&;).

Montrer que la signature d’un produit orthogonal de deux espaces o-
semiquadratiques est la somme de leurs signatures.

14) Scit o un élément de l'intervalle [-1, 1]. Montrer qu'il existe un espace
a-semiquadratique £ de dimension 1 et de signature o.

Soit o un réel et n un entier. Montrer qu'il existe un espace a-semiquadrati-
que de dimension n et de signature o si et seulement si |o| < n.

15) Montrer que deux espaces a-semiquadratiques £ et £ sont isomorphes
81 et senlement si ils ont méme dimension, méme type et méme signature.



IV Le cas des corps finis

On étend, dans cette partie, les définitions concernant des espaces o-
semiquadratiques en considérant des espaces vectoriels sur un corps fini (au
lieu du corps des complexes), en prenant o = 2 et £ = —1 et en considérant
'application identique & la place de la conjugaison.

On, considére ainsi un nombre premier p impair et on note F, le corps fini &
P éléments. On appellera espace semiquadratique un triplet (E, b, f) ol E est
un espace vectoriel de dimension finie sur Fp, b une forme bilinéaire sur £ non
dégénérée et f une forme linéaire sur E et tel que I'on ait :

(5Q) VeEEVyeE b(x,y)+bly,z)=2f(x)f ()

On pourra abréger 1'expression semiquadratique en 'expression SQ.

Un espace semiquadratique (E, b, f) sera dit de type TO si f est nul et de
type T1 sinon.

Soient £ = (E,b, f) et & = (E', V', f') deux espaces semiquadratiques. On
appellera isomorphisme de £ sur £’ une application linéaire bijective p de E
sur E' ayant les propriétés suivantes :

Ve E  fllp(z)) = f(2)

ViEE,Vy€E ¥V (po(z),e(y)) =bz,y).

On dira que £ et £’ sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de £ sur
g

Comme dans le cas complexe, un espace semiquadratique £ = (E,b, f)
posséde un vecteur centre ¢ et un polds A. Ils sont définis par :

YeE€EE bz,e)=f(z) e fle)= -1;—'\

Si &€ = (E,b, f) et & = (E',b, f') sont deux espaces semiquadratiques,
on peut aussi définir leur produit orthogonal £’ = £ x &', C’est un espace
semiquadratique de la forme £” = (E x E',b", f'), b" et f" étant caractérisés
par les fermules de la question III.6.

1) Soit £ = (E, b, f) un espace semiquadratique de dimension 1 et de poids
—1. Soit e le vecteur centre de £. Montrer que 'on a : f(e) = b(e, e) = 1.

En déduire qu'il existe un espace semiquadratique de dimension 1 et de poids
—1 et que deux tels espaces sont isomorphes.

Pour tout entier n > 0 on désignera par E, 1'espace vectoriel standard Fj
de dimension n, et on notera {e;,...,e,} sa base canonique. La forme linéaire
sur E, qui envoie chaque e; en 1 sera notée f.
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Si m et  sont des entiers positifs ou nul, on désignera par T, I'application
de Ey, dans By qui envoie tout vecteur e; en e,y .

2) Montrer qu'il existe une unique forme bilinéaire b sur E,, telle que :
—Vi<n blese)=1

—Vi<j<n b(ei,e,-)=0

— &y = (B, b, f} est un espace semiquadratique.

Calculer b(e;, ;) pour i > 5.

On notera G, le groupe d’automorphismes de &,. C'est l'ensemble des
isomorphismes de £, sur lui-méme, muni de la composition. On conviendra que
&o est 'espace semiquadratique trivial (0, 0,0) et que Gy est le groupe trivial.

3) Solent n et m deux entiers positifs ou nuls . Montrer que Entm st
isomorphe au produit orthogonal de &, et de £,,. En déduire un morphiame
de groupes de Gy X Gy, dans Gpym. Ce morphisme sera noté (g, g’} — g x ¢'.

Déterminer (g x g')(e;) pour tout i < n+m.

Montrer que si n, m et g sont trois entiers naturels, on a ;

VOEG,, VY €Cm V' €G, (gxg)xg"=gx (¢ xg").

Cet automarphisme sera noté : g x g’ x g”.
4) Déterminer le vecteur centre de £,.

5) Montrer qu'il existe un unique automorphisme T de & qu.i envoie e; en
ez. Montrer la formule : 7{e2) = —ey + 2e3.

6) Soit n > 1 un entier. Pour tout entier i, 0 < { < n, on note =,
Pautomorphisme 1;-1 X 7 X 1,43 de Gy, 1i déalgnmt I'élément neutre du

groupe Gy.
Montrer les formules suivantes :

Vi, j, |i"j| >1 = T =TT

Vihli-jl=1 = +mmyr= TiTiTy

On notera I', e sous-groupe de Gy, engendré par les autamorphismes 7;,
variant de 1 A n — 1,

7.a) Déterminer, en fonction de p, Iordre du groupe I';.

b) Montrer que les vecteurs fixes de By sous 'action de I'; sont exactement
les vecteurs de Fype, e étant le vecteur centre de £;.

c) En déduire quelles sont les orbites de E; sous 'action de I'y et sous I'action
de Gs.

d) Montrer que I'y est égal A G.
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8) Soit n > 1 un entier. Soit z un vecteur de By qui n’est pas colinéaire au
vecteur centre. Montrer qu’il existe un élément -y de ', tel que ~y(z) soit égal &
f(z)e1 8i f(z) # 0 et & e; — ey sinon.

Indication : on pourra procéder par récurrence.

9) Montrer que, pour tout n > 0, Gy, est égal a I'\,.

Soit n >> 1 un entier. Soit X,, ’ensemble des vecteurs z de E, qui ne sont
pas colinéaires au vecteur centre de &, et tels que f(z) = 1. Montrer que Iy, et
G, agissent transitivement sur X,,. Calculer le cardinal de X,,.

10) Soit n > 1 un entier. Déterminer le stabilisateur du vecteur en de E,
sous l'action du groupe Gy,. Calculer 'ordre de Gy, en fonction de I’ordre de G,_;.
En déduire I’'ordre de G..

11) Soient z et y deux vecteurs de £3 (T3 est défini dans la question 9).
Montrer que la relation = définie par :

“r =y 8l et seulement si les vecteurs e, z, y forment un systéme lié”
est une relation d’équivalence sur Xj.

Déterminer le nombre de classes d’équivalence de = et le nombre d’éléments
de chacune d’entre elles.

12) Construire un morphisme de groupe ¢ de G3 dans le groupe symétrique
Sp1, tel que le noyau de ¢ soit un groupe d’ordre 2 que 1’on déterminera.
Montrer que ¢(Gg) est contenu dans le groupe alterné 2, ;.

' 13) Montrer que le groupe ¢(G3) est isomorphe au groupe alterné 24 lorsque
© p =3 et au groupe alterné A; loq-squep=5.



