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Probleme 7 : Agrégation externe 2002

Corrigé de I’épreuve de Mathématiques générales

Algebre sesquilinéaire ; espaces semiquadratiques.

Solution par F. SUFFRIN, Lycée Kléber Strasbourg

I — Formes sesquilinéaires symétriques
1 Existence de x et y : La relation de polarisation s’écrit, pour tout (u,v) € E?

1
b(u,v) = 1 (b(u + v, u+v) —blu—v,u —v) +ib(u + v, u + ) — ib(u — v, u — iv)).
On en déduit b = 0 si b(u,u) = 0 pour tout u € E.
Il existe donc x € E tel que b(z,z) # 0, d’ou le premier point.
Le vecteur y = |b(x, ZL‘)|_%[E vérifie les propriétés requises alors.

2 Existence d’une base semi-orthonormée : On raisonne par récurrence sur la
dimension n > 1 de E. Traitons le cas n = 1.

Introduisons = un vecteur directeur de E. Si b(z,x) = 0 le choix de (x) convient
sinon on prend (y), ou y est le vecteur précédemment associé.

Supposons le résultat vrai pour tout espace sesquilinéaire symétrique de dimen-
sion n — 1 > 1. Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique de dimension n.

Si b est nulle, toute base de E constitue une base semi-orthonormée et le résultat
est vrai.

Sinon, d’apres la question précédente, il existe e; € E tel que b(ej,e;) = £1.
Introduisons alors H = (Ce;)*. H est le noyau de la forme linéaire b(., e1) qui est non
nulle puisque b(eq,e1) # 0. L’espace (H,b) vérifie alors I'hypothese de récurrence et
par suite, il existe (eq, - ,e,) une base semi-orthonormée de H.

Ainsi (e, ey, -+, €,) constitue une base semi-orthonormée de E, ce qui assure le
résultat au rang n.

3 Base semi-orthonormée associée a A : La base

(é(lv 1)’ ﬁ(la _1))

2 2

répond a la question.
4-a Etude des intersections proposées : Pour tout vecteur
T = E Tie; + g Ti€;
e, €l _ e, €FEg

de E_ & Ey, on a
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donc b prend des valeurs < 0 sur E_ @ Fy. Comme elle est définie positive sur F,
FnN(E_-@ Ey) ={0}.

Un raisonnement analogue conduit & FN(E. @ Ey) = {0} si b est définie négative
sur F'.

4-b Invariance de o (E, b) : Nous allons établir I'invariance de dim E, .

Considérons B’ = (¢}, - - ,e],) une base semi-orthonormée de E et E', | E' | EJ les

ren
sous-espaces vectoriels associés.
Pour tout vecteur x = g z;e; de Ejr, on a

eieE;

avec égalité si et seulement si x = 0, donc b est définie positive sur £/ . D’apres la
question précédente £ N (E_ @ Ey) = {0}, ce qui assure dim F’, < dim E, et par
symétrie dim F', = dim E,.

De maniere analogue on a dim £’ = dim E_, d’ou

o(E,b) = Zb(ei,ei) = dim F, — dim E_
i=1

est indépendant du choix de B.
PS : Bien sur, (dim E,,dim E_) n’est autre que la signature de b, au sens usuel.
5 Détermination de o (FE) : La matrice canoniquement associée a b est

1

On reconnait la matrice d’'une symétrie orthogonale dans C™ muni de la structure
hermitienne usuelle.
B étant unitairement semblable a une matrice diagonale de terme égal a +1, on a

0 sin est pair
1 sinon

o(E) = trace B = {

Autre méthode : Un raisonnement direct permet de voir que pour n pair,

V2 V2
<7<€i + €n+1—z‘)1gz‘<g ; 7(% - €n+1—i)1gigg

est une base semi-orthonormée et dans ce cas o(E) = 0.
Sinon pour n impair

(\/§ V2

7(61‘ + €”+1*i)1§i§n;1 , Entl, 5 (67; — €n+1i)1§i<"§1>

-
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est une base semi-orthonormée et donc o(E) = 1.

6-a Existence de B dans le cas ¢ € E+ : Sin =1 le résultat est clair.

Sinon considérons H un hyperplan de F ne contenant pas x = e;. D’apres I-2 il
existe dans (H,b) une base semi-orthonormée (eg, - ,e,).

La base (eq,eq,- - ,e,) vérifie les propriétés requises alors.

6-b Cas b(x,x) # 0 : Considérons le vecteur e; = |b(x, z)| 2.

On vérifie comme en I-2 que H = (Ce;)* est un hyperplan de E. Considérons
alors (e, - ,€,) une base semi-orthonormée de H.

La base B = (e, eq, -+ , ) et le réel A = |b(x, )| répondent & la question.

6-c Cas b(z,z) =0 et x ¢ E+ : x nest pas dans E+ donc b(.,z) est une forme
linéaire non nulle et il existe y € E tel que by, x) = 1.
Les vecteurs e; = A\x + y et es = puxr — y, avec

1 1
A= =blyy)) et p=5(1+05(y,y)
vérifient les relations
bler,e1) = —b(eg,e2) =1, b(ey,e2) =0 et z = €1 + es.

et donc sont linéairement indépendant. Désignons par II le plan qu’ils engendrent.
Montrons alors I’égalité £ = II @ IT+.

Un vecteur ¢ de I s’écrit € = b(E, e1)e; — b(€, ez)ep. Celui-ci est donc dans TT+ si
et seulement s’il est nul, d’ott la somme directe proposée. (b est de signature (1, 1)
sur IT donc non dégénérée)
En outre, pour tout £ € E, on a la décomposition

5 = b(f? 61)61 - b(€7 62>€% + § - b(§> 61)61 + b(f, 62)6%-

~
vecteur de IT vecteur de IT+

On en déduit 1’égalité annoncée.

Considérant (es, - - - , e,) une base semi-orthonormale de IT+, la base B = (e1, ea, €3, - - -

vérifie les propriétés requises alors.

7 0(E) =o0(F) + o(G) : Supposons x € E+.
Alors G = E et on a

o(F) +0(G) =0+ o(E) = o(E),

d’ou ce premier point.
Supposons b(z, x) # 0.
Gardons alors les notations de la question I-6-b. On peut écrire

o(F)+o(G) =bler,er) + o(H)
= b(e1,e1) + b(eg, e2) + -+ -+ blen, e,)

o(E)

d’ou ce second point.
Supposons enfin b(x, ) = 0 et x ¢ E+ puis gardons les notations de I-6-c.
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G est le noyau de la forme linéaire b(.,z) # 0 et donc est un hyperplan de E.
On en déduit que (x,es, - ,e,) est une base semi-orthonormée de G et par suite

o(F)+0o(G) =b(z,z) + b(x,z) + bles, e3) + - - + blen, €,)
= b(es, e3) + - -+ b(ey, en).
Par ailleurs
o(E) =b(ey,e1) + blea, ex) + bles, e3) + -+ - + bley, €,)
=1—1+b(es,e3)+ -+ blen, en)
= b(es,e3) + -+ blen, e,)

ce qui fournit
o(E)=0(F)+0o(G)
d’ou ce dernier point et le résultat demandé.
8 0(E) = o(F) + o(F*) : Fixons un entier naturel 1 < k¥ < p. On a
Fiy = FE N (Cuayn)

La droite Cug étant contenue dans i, on peut interpréter F) kL—&-l comme 'orthogonal
de Cuy,q dans ((Fg)*,b). La question précédente fournit alors

o(Fiiy) = o((Fx)*,b) — o(Cugyy)
ou encore
U(Gk+1) = U(Gk) - b(ukﬂ, Uk+1)-
Par ailleurs, on a 0(Fj11) = 0(Fg) + b(ugy1, ugy1), d’ou par addition
U(Gk+1> + O'(Fk_H) = O'(Gk) + O'(Fk)
Il en résulte
o(E) =0(F1) +0(G1) =0(F2) + 0(G2) = -+ = o(F,) + 0(G))

et en particulier

o(E) = o(F) + o(F™H).
Remarque : Rappelons que toute somme indexée par ’ensemble vide est nulle.
C’est ainsi que l'on a o({0}) = 0.

II — Espaces sesquilinéaires

1-a b(x,y) = X MY : On peut déja écrire, avec des notations évidentes
bz, y) = b Z Tie;, Z yiei) = Z ;5 blei, ej).
1<i<n 1<i<n 1<i,5<n
Par ailleurs, on a successivement

21

MY = (21w ) | L | =mim 4o 2z

Zn
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ou 'on a posé, pour i € [1,n]
2 = b(ei7 el)m + b(€i7 62)% + -+ b(ei7 en)%

Il en résulte B
'XMY = Z z;y; b(e;,ej) = b(z,y),

1<ij<n

ce qui constitue le résultat.

1-b-¢ Etude des CNS proposées : Il suffit de remarquer, pour tout x € F

r€E <= VY € M,,(C), '’XMY =0
—= 'MX =0.

puis, pour tout y € E

y€ Bt <= VXecM,,(C), ' XMY =0
— MY =0.

Les matrices M, M et ‘M étant de méme rang, les conditions proposées en sont des
conséquences directes.

2-a L F et F' sont des ss-ev : En vue d’une prochaine utilisation, introduisons
sur £? 'application

b (x,y) = bly, @).
C’est une forme sesquilinéaire dont la matrice dans B est M.
Notons en outre que les orthogonaux a gauche et a droite de F' dans (FE,¥’) sont
obtenues simplement en échangeant ceux dans (E,b).

On peut alors écrire

LF = ﬂ Ker b(.,y) et F*+= ﬂ Ker V'(.,y)

yeF yeF
d’otu le résultat.
2-b Inégalités souhaitées : Considérons (ej,- - ,e,) une base de FNEL que nous
complétons en (ey,- - ,€p, €pi1,- - ,€,) une base de F.
Un vecteur o de E est dans *F si et seulement si
b(z,e1) =0 b(z,epr1) =0
: — :
b(z,eq) =0 b(x,eq) =0

Les ¢ — p dernieres formes linéaires (b(., ex))p+1<k<q SONt linéairement indépendantes
car pour des complexes \p;1, -+, A, tels que

>‘p+1b('a €p+1) +eoe Aqb(-v eq) =0,
on peut écrire :

k=q
Vo€ E, bz, Y Aer) =0
k=p+1
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ou encore
> Mer€ FNEY,
p+1<k<q
c’est-a-dire \,4q = --- = A\, = 0 par définition de (eq,--- ,e,).

Le systeme linéaire précédent est donc de rang ¢—p, d’ott on en déduit la relation
dim F +dim *F = dim F + dim (F N E*).
Ce résultat sur O fournit la relation
dim F + dim F* = dim E + dim (F N*E).
Donc on peut écrire
dim F' +dim “F > dim £ et dim F + dim F* > dim E
avec égalité si b est non dégénérée sur F.
2-c E=F@®F+=F®~'F : best non dégénérée sur F' donc on a
FNFt=Fn'F ={0}.
Les relations découlent de ce qui précede alors.
3 Exemple demandé : b a pour expression sur F
b(z,y) = ©1Y2 + 2.

La droite F' = C(e; —e3) admet E et F' pour orthogonal respectivement a droite
et a gauche. Elle vérifie donc les propriétés requises.

4 Existence de f : Gardons les notations de la question II-1.

b est sesquilinéaire symétrique si et seulement si b = b, ¢’est-a-dire si et seulement
si M est hermitienne.

Par ailleurs, si f est un endomorphisme de E de matrice A dans B, on a

Y (x,y) € E% b(f(z),y) = (AX)MY ='X('AM)Y.

f vérifie les propriétés requises si et seulement si A est inversible et ‘AM est hermi-
tienne.
Si M est de rang r € N, ils existent P et () inversibles telles que

M = P 'Diag(1,---,1,0,---,0)Q.
e

r fois
Les conditions se trouvent donc réunies pour le choix de f tel que A = 'PQ).

5-a |e| = 1 : b est non nulle donc il existe (z,y) € E? tel que b(z,y) # 0. On peut
alors écrire

b(x,y) = ebly, )
=ceb(x,y)
= lel*b(z.y),
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d’ou le résultat.

5-b Exemple demandé : On prend la forme sesquilinéaire b dont la matrice
canoniquement associée dans C? est

(00,

. . ; _;0 N .
6-a Existence de o : Si ¢ = €%, le complexe o = e~z répond a la question.

6-b Bb est symétrique ssi Ba~! est réel : On supposera b non nulle.

Cette condition est clairement suffisante.
Considérons un complexe 8 non nul tel que (b soit symétrique.
Alors d’apres I-1, il existe x € E tel que ab(x,z) # 0. Ceci permet de voir que

fa™ = (Bb(z,x)) (ab(z,z))™"
est réel puis que la condition est nécessaire d’ou le résultat annoncé.

o(E,Bb) = sign(Ba~')o(E,ab) : Considérons (ej,--- ,e,) une base semi—
orthonormée dans (E, ab). Alors la base (gq,--- ,&,) définie par e = |Ba~!| 2¢y
est semi-orthonormée dans (F, 3b). On en déduit

o(E, 3b) = Zﬁb (exsen)

= sign(fa* Z ab(ey, ex)
= sign(Ba ) U(E,ab)
d’ou le résultat annoncé.

III — Espaces semiquadratiques

1 u =€ : f est non nulle donc considérons x € E tel que f(x) = 1.
On peut écrire b(x, x)—ub(x,x) = a. En conjuguant, on obtient b(x, z)—ub(x,z) = @
puis en combinant a 4+ ua = 0 c’est-a~dire u = €.

2-a Existence d’un vecteur centre : On peut par exemple utiliser les matrices
mais on va raisonner directement.

Montrons 1'unicité sous réserve d’existence. Si e et ¢’ répondent au probleme,
alors (e — €/) € B+ = {0} car b est non dégénérée, d’olt ce premier point.

Montrons l'existence de e. Si f est nulle e = 0 répond a la question.
Sinon Kerf est un hyperplan de E et son orthogonal a droite est une droite C( dont
I'orthogonal a gauche est Ker f puisque b est non dégénérée.

Il existe donc p € C tel que f = Tb(., () puis le vecteur e = u¢ convient alors.

Al =1 : On a f(e) = b(e, e) donc on obtient le résultat en remplagant = et y par
e puis € par —a/a@ dans (SQ).
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2-b € et £’ ont méme poids : Considérons ¢ un isomorphisme de E sur £
On vérifie aisément que ¢ envoie le vecteur centre de £ sur celui de £, ce qui fournit
avec des notations évidentes f'(¢/) = f'(p(e)) = f(e), c’est-a-dire A = \.

2-c Cas € de type TO : On a immédiatement e = 0 et A = 1.

3 Kerf = F <= x € Ce : Le raisonnement mené en III-2-a montre que Ker f
a pour orthogonal a droite la droite Ce, droite pour laquelle Ker f est I'orthogonal
a gauche. L’équivalence proposée en découle.

4 Existence et unicité de b : ' = C donc il existe un complexe u tel que :
V (2,t) € C?, b(z,t) = uzt.

Posons alors § = Arg A €]0, 27].
Supposons b solution de notre probleme. Alors son vecteur centre e vérifie

1—A
b =e= )
()= e ==
Par ailleurs, on a
VzeC, b(z,e)=2<=V2€C, uze ==z

e =

SR

ce qui assure que le complexe u est déterminé de maniere unique par

o _af, o L0
U—)\_l—z zcogz.

Réciproquement, si cette derniere relation est vérifiée, on a successivement :

Y (2,t) € C?, b(z,t) —eb(t, 2) = (u — )2t
R(au) -

=2 zt

a
= azt,

ce qui constitue (SQ). Les calculs menés précédemment montre bien alors dans ce
dernier cas que le poids de (C,b,1d) est A.

CNS des droites a-SQ isomorphes de type T1 : Si deux droites a-SQ sont
isomorphes, elles sont de méme poids, en vertu de la question I11I-2-b.

Traitons la réciproque. Commengons par remarquer que la relation d’étre iso-
morphe est d’équivalence sur I’ensemble des espaces a-SQ de dimension 1.
Le poids étant invariant sur chacune des classes, il suffit de montrer le résultat sur
les droites a-semiquadratique (C, b, f), qui en sont des représentants.

Considérons donc € = (C, b, f) et &' = (C, V', f’) des espaces a-SQ de type T1 de
méme poids. Il existe (y, y') € C*? tel que sur C l'on ait f(z) = pz et f'(2) = p'z.

On vérifie alors que (C, |u|72b, 1d) et (C, || 72V, 1d) sont des espaces a-SQ de
poids égal a celui de £ et de £ respectivement, donc de méme poids.

Le résultat établi dans la question précédente fournit |u| =20 = || 2.
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L’homothétie ¢ de rapport g/~ réalise alors un isomorphisme de & sur &'
5-a R(b(x,x)/a) = (1/2) : La relation (SQ) donne
b(z,z) —eb(x,z) =a soit ab(z,z)+ ab(z,z) = |af?
c’est-a-dire R(b(x, x)/a) = (1/2).

5-b Existence de x : f est non nulle donc il existe y € F tel que f(y) = 1.
D’apres ce qui précede, on peut trouver p réel tel que b(y,y)/a = (1/2) + ip.

On peut écrire b(y,e) = f(y) = 1, puis d’apres les hypotheses b(e,e) = f(e) = 0.
Enfin (SQ) fournit b(e,y) = . On vérifie alors que le vecteur

[
x:y+i796

vérifie les propriétés requises.
Notons au passage que f(x) =1 et f(e) = 0 donc (z,e) constitue une base du
plan E.

5-c Deux tels espaces sont isomorphes : Considérons £ et £ deux plans a-SQ
de type T1 et de poids 1.

Associons leur les bases B = (z,¢e) et B’ = (2/,€’) vues précédemment.
Alors l'application linéaire qui envoie B sur B’ est un isomorphisme de & sur &’.

6 Existence du produit orthogonal : La fonction

f'(@, ') = f(z) + f'(2)

est clairement une forme linéaire sur £”. Elle répond donc a la question.
Par ailleurs si b” existe, elle vérifie sur E”

" ((x,2), (y,9) = ¥"((2,0), (y,0)) + b"((x,0), (0, %))
+7((0,2"), (y,0)) + b"((0,2'), (0,3))
= b(l’, y) + bl(xly y/) + bl/<<07 xl)’ (y7 0))

La condition (SQ) fournit alors sur E”

b"((0,2), (y,0)) — eb"((y,0), (0, 2')) = af"(0,2") f"(y, 0)

c’est-a-dire

b"((0,27), (y,0)) = af'(2') f(y)
et donc
V' ((z,2), (y,9)) = bla,y) + V' (@) + af' () f(y).
Réciproquement cette application est une forme sesquilinéaire sur E” qui convient,

d’ou le résultat.

7 € est isomorphe & F X FL et F X LF : b est non dégénérée sur F.
Les relations

F =) = (“F)*

assure qu’elle est non dégénérée sur ses orthogonaux a droite et a gauche.
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Il est facile de voir alors par restriction que F, F* et *F sont a-SQ.
En outre, on a £ = F @ F*. Cela permet de déduire que

o:(rp,xpL) — xp+ TpL

est un isomorphisme de F x F* sur &.
On établit de méme que £ est isomorphe & F x LF.
Ajoutons en outre une propriété qui nous servira par la suite.
Si £,& et F,F sont isomorphes, alors £ x F et & x F’ sont isomorphes.

En effet, si € % & et F L, F' sont des isomorphismes, I'application

(z,y) = (p(x), o(2))

réalise un isomorphisme de £ x F sur & x F'.

8 £ a pour poids AN : On vérifie que le vecteur centre est ¢” = (e, Ae).
On en déduit

1_>‘”_ "nen
= 1)

= f(e) + f'(\e)
1—A 1-N

= + A

1—=AN

a

d’ou le résultat annoncé.

9 b non dégénérée sur F <= (A # 1) ou (€ de type TO) : b est non
dégénérée sur F = H(Ce) si et seulement si

HCe) N Ce = {0}.

Ou bien e = 0 et alors £ est de type TO0, sinon cette condition équivaut a b(e, e) # 0
c’est-a-dire \ # 1, d’ou le résultat annoncé.

iab est symétrique sur F' : f étant nulle sur F', on obtient en utilisant (SQ) :

YV (z,y) € F?, b(x,y) = eb(y, z)

c’est-a-dire
YV (z,y) € F?, iab(z,y) = iab(y, x)

d’ou le résultat.

10 ps(€ x &) = ps(€) + ps(€’) : Considérons (e1,--- ,e,) et (e}, ,e,) des
bases semi-orthonormées respectives de (E,iab) et (E', iab’).
L’une des formes linéaires f ou f’ étant nulle, la famille

((61’0)7 T (en,()), (076/1)7 T (0’6;))

constitue une base semi-orthonormée de (E”b").
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On en déduit

ps(E x &) =iab”((e1,0), (€1,0)) + - - + iab"((e,, 0), (en, 0))
+iab"((0,¢€}), (0,¢€1)) + - - - +iab"((0,¢,), (0,¢,)))
=iab(er, e1) + - - - +iab(e,, e,) +iab'(e], e}) + - - - +iab'(e), e,))
= ps(€) +ps(&')

d’ou la relation souhaitée.

11-a Etude des restrictions : On a déja
E\NEf=*E,NEy,=E NE,={0}.

On en déduit que b est non dégénérée sur E; et Fs.
En outre, f n’est pas nulle sur E; et Ey. Donc par restriction, (FEi,b, f) et
(E9,b, f) sont des espaces a-SQ de type T1.

11-b (Fy @ F»)1 = Ce; @ Ce, : Commencons par noter que les sommes directes
proposées résultent de F} X Fy C Ey X Ey et (e1,e3) € By X Es.

F' est un hyperplan de F ne contenant pas E; et F,. Les vecteurs e; et eg
sont alors non nuls et par suite linéairement indépendants puis F; et F5 sont des
hyperplans respectifs de F; et Ey. On a donc dim(F} & Fy) = dim E — 2 et par suite
(Fy @ Fy)* est un plan car b est non dégénérée sur E.

Remarquons en outre que :

VaeF, blx,e;) = f(x) =0
puis en utilisant (SQ) :
Va € Fy, b(x,e;) =eble,x) =0,
la derniere égalité résultant de Fy C ElL On en déduit e; € (F; @ FQ)J_.
On vérifie facilement e, € (F) @ Fy)* puis I'égalité annoncée.
En particulier si £ et & sont de poids 1, e; et ey sont dans F' et donc

FN(F, @ F)* =Ce @ Ce,.

Sinon e; ou ey n’est pas dans F' et cette intersection est réduite a une droite.
Dans ce dernier cas, f(ea)e; — f(eq)ez en est un vecteur directeur c¢’est-a-dire

FN(F @ F)*"=C(f(es)er — fler)es).

11-c Valeur de ps(€) — ps(&1) — ps(&z) : F1 @ F; étant un sous-espace vectoriel
de F',on a

ps(E) = o(F,iab)
= o(Fy © Fy,iab) + o(F N (FL ® Fy)*, iab)
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la derniere égalité découlant de la question I-8. D’apres les hypotheses, Fi et Fj
sont orthogonaux dans (F,iab). On en déduit

O'(F1 @ FQ,Zab) = U(Fl,iab) + U(FQ,iab)
= ps(&1) + ps(&a).

Donc on a la relation
ps(E) — ps(EL) — ps(&) = o(F N (Fy @ Fy)*, iab).

Par ailleurs, Ej- = F, donc d’apres II1-7, £ est isomorphe & & x &,.
Les questions IT1I-2-b et ITI-8 fournissent alors A = A\; .
Si FN(F, @ Fy)*t = Ce; @ Cey, on peut écrire

iab(er,e1) =iaf(er) =0, beg,e2) =iaf(ex) =0 et iab(er,ez) =0
d’ot1 b est nulle sur F' N (F; @ Fy)*. On en déduit

ps(€) = ps(&r) — ps(&) =

0
AL+ Sy — A

puisque dans ce cas A = Ay = \y = 1.

Traitons le cas F'N (F; @ Fy)* = C¢ on 'on a posé ¢ = f(ea)e; — f(er)es.
La valeur de o(C(,iab) dépend du signe de iab((, ().
Posons 0, = Arg A1 et 0, = Arg )\, de telle facon a avoir A = ei(01+02)

La relation (SQ) fournit

blez,e1) = af(ez)f(e1),
d’ou, par développement on obtient
b(¢,¢) = |f(e2)Pbler, e1) — fler) f(ea)blea, e1) + | fe1)[*blea, e2)
= |f(e2)|*fer) — alf(e) [ f(ea) P + | fen)]*f(e2)
= fler)f(e2)(f(er) + f(e2) — af(er) flez)).

Il en résulte

.0 = Tzl = A1 = Ma)(1 =)

8 91 . 92 . 91+02

= —— sin — sin — sin

a2 2 2 2
o
2

Ainsi, le nombre ps(€) — ps(&1) — ps(&:) vaut 1,0, —1 suivant que A + SAg — A
est > 0, nul ou < 0.

12 A = 1 ssi 0 — n est pair : Supposons A = 1 de telle sorte que o = s.
Alors b(e,e) = f(e) =0, d’ott on en déduit a I'aide de III-3 que Ce est I'orthogonal
de Kerf dans (Kerf,iab).

D’apres I-6-a, il existe une base semi-orthonormée (eq,--- ,e,_1) de Kerf telle que
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e; = e. Les vecteurs eg, - -+, e,_1 n’étant pas orthogonaux a Ker f, ne sont donc pas
isotropes. Il en résulte

s =iab(ey, er) + iab(ey, €2) + - - - +iab(e,_1,€n-1)
=0414--+1
=n (mod 2)

c’est a dire 0 —n = s — n est pair.
Supposons A # 1 de telle sorte que
Arg A

c=s5+1-— .
T

D’apres I11-9, tab est non dégénérée sur Ker f et donc les vecteurs d’une base semi-
orthonormée (ey, - ,e,_1) de (Kerf,iab) sont non isotropes. Il en résulte

s =iab(ey, e1) + iab(eq, €2) + - - - + iab(ep_1,€n-1)
=n—1 (mod 2).
On peut donc écrire
ei(n—a)ﬂ _ 6i(n—s—1)7r>\
=\
Par suite e/"~9)7 £ 1, c’est-a-dire on a o — n ¢ 27 et 1’équivalence annoncée.
On en déduit dans tous les cas

A\ = ei(nfo)ﬂ.

Doncsioc—n € 2Z,onas=o.
Sinon, en remarquant que pour tout x réel,

Arg e =2 — 27 [i] ,

2T
on obtient
AI‘g 6zﬂ'(nfo')
s=oc—1
T
n—o
=n—1-—2
o121

la derniere égalité ayant lieu car n’est pas entier.

13 0(€) = o(&1) + o(&2) : Traitons le cas k = 1.
Si By #0, alorson a0 < g+ < 2w dou

o(€) =ps(€) +1- 217,
O'(gl) :p8<51) +1-— g,
gl

U((C:Q) = pS(EQ) +1—--=

™
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et

B+

5 > 0.

A+ S — SA = 4sin g sin % sin
On en déduit
0(&) —o(&1) —o(&) =ps(€) —ps(&r) —ps(&) —1=0.
Si By =0, o0na
o(€) = a(&1) — a(&) = ps(E) — ps(&1) — ps(E2) = 0.

Ceci établit la relation annoncée dans ce premier cas.
Les cas k = 0 et k = 1 se traitent de maniere analogue.

Signature d’un produit orthogonal : Soient des espaces a-semiquadratiques
E=(EV, f)et & = (E"V, ") puis leur produit orthogonal £.
Supposons &£’ et £” de type T1. Alors

E1 =F' x {0} et E2 = {O} x E"

sont des sous espaces vectoriels de E = E’x E” vérifiant les hypotheses de la question
ITI-11. D’apres ce qui précede, on a o(&) = o(&;) + 0(&s).
En outre, la premiere projection de F; et la seconde projection de Fs5 constituent
respectivement des isomorphismes de &; sur £ et & sur £”.
Il en résulte () = 0(E’') + o(E") dans ce premier cas.

Supposons £ ou £” de type T0. D’apres la question ITI-10, on a

ps(€) = ps(&') + ps(E”)
ce qui fournit directement o (&) = (&) + o(E”).
14 Exemple de droite a-SQ de signature o : Si 0 = +1, on prend les droites
a-SQ de type TO respectives (C,£b,0), ou 'on a posé sur C
b(z,t) = —iazt.
Sinon on prend la droite a-SQ introduite en ITI-4, associée au poids A = —e ™7,

Etude de la CNS proposée : Montrons que la condition est nécessaire.
Considérons £ un espace a-SQ de dimension n.
SiA=1,o0na

lo| = |s| < dim Kerf < n.

Sinon £ est de type T1 et par suite Kerf est un hyperplan. Comme on a
Arg A

™

0<

<2,
on déduit de I'expression de o ’encadrement

s—1g<ogs+1
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puis
— dim Kerf — 1 <o < dim Kerf 4+ 1,
et donc |o| < n, d’ou ce premier point.
Montrons que la condition est suffisante. Supposons |o| < n.
Si n = 0, I'espace nul répond a la question. Sinon d’apres la question précédente, il
existe F une droite a-SQ de signature o/n.
Considérons alors £ = F", ou le membre de droite est défini par la récurrence :

Fl=F
Vigp<n, el _ o

D’apres la question ITI-13, on a 0(€) = no(F) = o, d’ou le résultat annoncé.

15 Etude de la CNS d’isomorphie : Montrons que la condition est nécessaire.
Considérons € = (E,b, f) et & = (E',V, f) des espaces a-SQ puis ¢ un isomor-
phisme de &€ sur &'

Alors € et £ ont méme dimension et il a déja été vu qu’ils avaient méme poids.

© réalise une bijection de Kerf sur Kerf’, ce qui assure que & et £ ont méme type.
Enfin les hypotheses sur ¢ permettent de vérifier qu’ils ont méme pseudo-signature.

La combinaison de ces propriétés assurent qu’ils ont méme signature, d’ou ce
premier point.

Montrons que la condition est suffisante.

On va établir par récurrence sur 'entier n que deux espaces a-SQ de dimension n,
de méme type et méme signature sont isomorphes.

Pour n = 0 le résultat est clair.

Traitons le cas n = 1. Soient & et £ deux droites a-SQ de méme type et
méme signature. Ce qui précede assure comme en I1I-4 que 1’on ne restreint pas la
généralité en supposant £ = £’ = C.

Alors les relations vues en IT1-12 assurent que ces espaces ont méme poids.
S’ils sont de type T1, le résultat est une conséquence de la question I111-4.
S’ils sont de type TO, on vérifie que les formes bilinéaires associées sont de la forme

(2,t) — —iapzt,

ol p est un réel du méme signe que la signature. Il existe alors un réel non nul u tel
que b = p?b. L’homothétie de rapport u réalise donc un isomorphisme de &€ sur &',
d’ou le résultat dans ce cas.

Supposons le résultat acquis jusqu’a n—1 > 1. Soient £ et £ deux espaces a-SQ
de dimension n, de méme type et méme signature.

Alors &€ et £ ont un méme poids .

Traitons le cas A # 1. Les restrictions de b a Ce et de i’ a Ce’ sont non dégénérées.
Donc les espaces F = (Ce, b, f) et F' = (Ce', ¥, f') sont des droites a-SQ de type
T1 et de méme poids, d’ou ils sont isomorphes.

Les espaces ~F et “F’ sont des espaces a-SQ de dimension n — 1 et de type TO.
D’apres III-7, les espaces € et F x 1F puis £ et F' x 1F’ sont isomorphes.
Les égalités

0(&) =0(&)=0(F)+0o(*F)=o(F)+o(*F)
permettent de déduire que ~F et LF’ ont méme signature.
Ces espaces vérifient I’hypothese de récurrence au rang n—1 et donc sont isomorphes.
Ainsi € et £ sont isomorphes comme produit orthogonal d’espaces isomorphes.
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Traitons le cas A = 1 et supposons les espaces £ et £ de type TO.
Les hypotheses permettent d’écrire

o(E,iab) = o(E' ial).

Considérons B et B’ des bases semi-orthonormées respectives de (E, iab) et (E', iab’).
Les formes bilinéaires associées sont non dégénérées donc on peut écrire, en gardant
les notations de la question I-4,

dim F, +dim £_ =dim F/ +dim £’ =n
dim £} —dim E_ =dim F/ —dim E’

ce qui fournit les relations
dim E, =dim E/, et dim F_ =dim E’.

Ainsi iab et iab’ ont méme signature au sens usuel. Il existe donc un isomorphisme
© de E sur E' tel que :

V(z,y) € B* V(p(x),0(y) = blz,y).

Cette application constitue un isomorphisme de £ sur &£’

Traitons le cas A = 1 et supposons les espaces £ et £ de type T1.
L’entier n étant supérieur 2, on peut introduire F' et F’, des plans construits suivant
la méthode de la question ITI-5. D’apres cette méme question, les plans a-SQ qui
leur sont associés F et F' sont isomorphes et vérifie les hypotheses de la question
II1-7. On peut alors achever comme dans le cas A # 1.

En résumé, le résultat est vérifié au rang n donc il est vrai pour tout n € N.

IV — Le cas des corps finis

1 f(e) = b(e,e) =1 : C’est une conséquence de la définition.

Droites (SQ) de poids -1 : Ce sont, a un isomorphisme pres, les droites
E(p) = (Fy, u?b, pldy,), pour f1 € >, ot 'on a posé b(x, y) = xy sur F,. L’homothétie
de rapport  constitue un isomorphisme de £(u) dans £(1), pour tout u € F.

2 Existence et unicité de b : Traitons I'unicité sous réserve d’existence.
Si b existe, elle est entierement déterminée par la donnée de son action sur la
base canonique.
Il suffit de controler que b(e;, e;) est déterminé de maniere unique, pour 7 > j.
La relation (SQ) donne, pour i > j

blei,e;) = 2f(e:) f(e;) — blej, &) = 2,

d’ou ce premier point.
Réciproquement la forme bilinéaire précédente vérifie les propriétés requises, ce
qui établit 'existence et assure le résultat.

3 &im et &, x &, sont isomorphes : On vérifie, au prix d’une petite discussion,
que 'application t,, ,, : B, X By, — By,

((m17"' al‘n)’(zn-‘rlv"' 7xn+m)) = (l‘l)"' y Ly L1, """ 7xn+m)
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réalise un isomorphisme de &, x &, sur &, .

Morphisme de G,, X G, dans G, : Considérons pour (g, ¢’) dans G,, x G,
lapplication g x ¢’ définie sur E,,,,, par

(g x g/)(:L“) = in,m(g($1a T 7xn)ag/(xn+1> S Tngm))-

On vérifie que cette application constitue un automorphisme de &, ., puis que pour

(h,1) € G,, X G,y 001 &
(gh) x (g'h) = (g x g")(h x I).

Donc (g,9') — g x ¢’ réalise un morphisme de groupes de G,, x G,, dans G, .
Avec des notations évidentes on peut écrire, pour ¢ < n +m

Ne.) — in,m(g(e:),0) sii<n
(.g X g )(el) - { in,m(oag/<€i—n)) SinOIl .
(g X g') xg"=gx (g xg"): On vérifie, pour tout z € Ertmtq
((gxg)xg")(@)=(gx (¢ xg")(x) =y € Entmiq
avec

(yla"' 7yn> :g($1,"' 7xn)7(yn+17"' 7yn+m) = g/(anrla"‘ 7$n+m)

et

(yn+m+1> T 7yn+m+q) = Q/I(xn+m+17 tee 7xn+m+q)-

4 Vecteur centre de &, : Le vecteur centre e vérifie b(e;, e) = 1, pour tout i < n.

Ses composantes (x1,- - ,x,) vérifient donc le systeme
( T1 =1
233'1 + Zo =1
{ 2w+ 12+ 23 =1

\ 201+ -+ 2z, 1+ x, =1

On trouve e = ((—1)");cp.

I

5 Détermination de 7 : Traitons l'unicité sous réserve d’existence.

Si 7 existe, il est entierement déterminé par la donnée de son action sur la base
canonique. Il suffit de controler que 7(ez) est déterminé de maniere unique.
Posons alors 7(eg) = xe; + yey. Les conditions

f(r(e2)) = 1,b(7(e2),7(e2)) = 1,b(7(e1),7(e2)) = 0 et b(7(e2), (1)) = 2

conduisent au systeme
r+y=1
(z+y)?=1
2 +y=0 "~
y=2
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c’est-a-dire 7(ez) = —e; 4 2e5, d’olt ce premier point.
Réciproquement, I’automorphisme 7 précédent vérifie les propriétés requises, ce
qui établit 'existence et assure le résultat.

6 7;,7; = T;T; pour |t — j| > 1 : Posons

T:(?_Ql).

La matrice canoniquement associée a 7, est diagonale par blocs

In—q—l

On peut supposer i < j pour se fixer les idées. On a alors

Iy
T
AzAj - A]Az - Ij—i—? 5
T
Infjfl
d’ou le résultat annoncé.
T;T;jT; = T;T;Tj pour |t — j| =1 : Supposons j =i+ 1 pour se fixer les idées.

En remarquant que

C)C )=o) )0

0 0 1

|0 -1 -2

1 2 2
= M’

on vérifie la relation
Iy
A AGA = AjAA = M ,
InfifQ

d’ou le résultat annoncé.

7-a |T'y| = p : T’y est le groupe monogene engendré par 7.
On vérifie, pour tout q € Z
qa_(1—a —q
qg 1l44q

d’ou le groupe engendré par T est

_ 1-q —q ) _
gNT%—{( ¢ 1+q)70<q<p 1}-
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Donc I'y est d’ordre p.

7-b Vecteur fixe sous ’action de I's : © € Fj est fixe sous l'action de 'y = gr(7)
si et seulement si 7(z) = z, c’est-a-dire si et seulement si

x € Ker(r — 1) = Fpe,
d’ou le résultat.

7-c Orbites sous ’action de I'; : Le stabilisateur d’un élément x € E5 est un
sous-groupe de I', qui est de cardinal p. C’est donc ou bien le groupe trivial, ou bien
['s. Dans le premier cas, 'orbite de x est de cardinal p. Le second cas correspond a
x € Fpe d’apres la question précédente.

Remarquons en outre que deux vecteurs liés et distincts, non contenus dans e,
ne sont pas dans la méme orbite car 1 est 'unique valeur propre des éléments de I's.
On en déduit alors que les orbites sont

{0}7 {6}7 {26}’ T {(p - 1)6}7 Daeq, F2(261)> T aF?((p - 1)61),

avec, pour tout k € [1,p — 1]

Fo(ker) = {k(1 —q)es + kgea ;0 < g <p—1}.

Orbites sous ’action de G5 : I'ys C (G5 donc ces orbites sont des réunions d’orbites
sous 'action de I's.

Considérons g un élément de Ga, z un vecteur de Es et 2’ = g~ ().

Alors on a successivement

b(x,g(e)) = b(x',€)
= f(@)
= f(x).

Il en résulte g(e) = e et que chaque élément de F e présente sous 'action de G une
orbite triviale.
En outre, 1 est 'unique valeur propre de g dans F,,.
En effet, considérons pu € Sp(g) et x un vecteur propre associé. Alors la relation
g(x) = px fournit

flg(@)) = f(z) = pf(z)

Si p =1, le résultat est acquis. Sinon f(z) = 0 et par suite x € Fye ce qui conduit
a i =1, d’ou ce dernier point.

En utilisant la remarque de la question précédente, on en déduit que les orbites
sous l'action de (G sont les orbites sous 'action de I's.

7-d I'; = G5 : Fixons g dans Gbs.

D’apres 1’étude qui précede, l'orbite de ey sous I'action de Go est 'y(eq).

Il existe donc g € [0,p — 1] tel que g(e;) = 79(ey) ou encore 7 9g(e1) = e;.
(e1,e) formant une base de Fy et 779g(e) = e, il vient 77%g = ly, ¢’est-a-dire

g=T11€Tl,.
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8 Existence de = : On raisonne par récurrence sur n > 1.

Traitons le cas n = 2. Considérons x € Fy qui n’est pas dans Fe.
D’apres la question IV-7-c, 'orbite de x s’écrit I'y(key), ou k est un scalaire de Fy.
Il existe alors v € 'y tel que y(x) = ke;. Comme

f(@) = f(v(2)) = kfler) = k

~ vérifie les propriétés requises, d’ou le résultat.
Supposons le vérifié jusqu’au rang n—1 > 1. Soit € £, qui n’est pas dans [Fe.

1. Traitons le cas f(x) # 0. On ne restreint pas la généralité en supposant
fw) =1
(a) Etudions le cas ot (q,--- ,&,_1) D'est pas colinéaire au vecteur centre
de En 1-

i. Sizy+---+x,-1 =0, alors z,, = 1 et n > 3 car (1,—1) est le vecteur
centre de Fy. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe g1 € I',, 4
tel que

gl<l’1, cee 7$n_1) = €1 — €a.

On vérifie facilement alors que g; x 1; est un élément de I',, qui vérifie
(g1 x L) (z) = €1 —e2 + en.
On a de méme successivement

z (e1 —ex+ep) hxg (e1 + ey — e3) gly-2 (261 — e3)

(261 — 63) h ><g4 (261 — 62) g5>|ﬁ,>,_2 €1

ol ¢o, g4 €t g4, g5 sont des éléments respectifs de I',,_; et 'y vérifiant

g2(—e1 +en_1)
gs(e1 + e2)
ga(e2)
)

(261 €9

dont l'existence est assuré par I'’hypothese de récurrence, puisque
n > 3.

ii. Sizy+---+x,_1 =1—x, # 0, on procede suivant les transformations

g3 Xlp—2

g xh (1 —zp,)er + xpen) — I xg2 (1 —zp)er + xpen) = e

x
ol g1, g2 et g3 sont des éléments respectifs de I',,_; et I'y vérifiant

gi(zier + -+ xp1€p-1) = (1 — 2,)eq
92(671—1) €1
g3((1 — zp)er + xper) = €y

dont l'existence est assuré par I’hypothese de récurrence, puisque
n> 3.
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(b) Si (21, ,x,_1) est colinéaire au vecteur centre de E,_i, on se ramene
au cas précédent en travaillant sur 2’ = (1,_9 X 7)(x).

2. Traitons le cas f(z) = 0.

(a) Etudions le cas ou (x1, -+ ,x,_1) n'est pas colinéaire au vecteur centre
de En—l-

i. Six;+--+x,_1 = 0, alors z,, = 0. On peut écrire (g; x1;)(z) = e1—eq
ou ¢; est un élément de I',,_; vérifiant

Gi(T1, -, Tp1) = €1 — €2

dont 'existence est assuré par ’hypothese de récurrence, puisqu’alors,
dans ce cas n > 3.

ii. Sizy+ -4+ 2,1 = —x, # 0, on fait agir les transformations

5 I (—xper + Tnen) 12 xg2 (—zper + The3)

ou g1 et go sont des éléments respectifs de I',,_; et I',,_o vérifiant

gi(rier + -+ Tp1en1) = —Tpe;

92(%—2) =€

dont l'existence est assuré par I'’hypothese de récurrence, puisque
n > 3. Considérons alors ¢ € Z tel que —z,(1 —q) = 1.
L’étude menée sur 7 a dégagé la relation

7(e1) = (1 — q)er + qea.
On en déduit
(7Y% 1,_9)(—xper + zpes3) = €1 — (1 4+ z,)ex + xpe3

puis on utilise la transformation

(e1 — (14 z,)ex + xpe3) hxgs (e1 — e9)
ou g3 est I’élément de I',,_; vérifiant
g3(—(1 4+ xp)er + xper) = —e

dont l'existence est assuré par I'’hypothese de récurrence, puisque
n> 3.

(b) Si (21, ,x,_1) est colinéaire au vecteur centre de E,_ i, on se ramene
au cas précédent en travaillant sur ' = (1,_2 X 7)(x).

Dans tous les cas, il existe v dans I',, tel que y(z) = f(x)er si f(z) #0 et a e; — eg
sinon, d’ou le résultat au rang n. Il est donc vrai pour tout n > 2.

9 G, =T, : On raisonne par récurrence sur n > 1.
Pour n =1, G; =T'; = {1;} donc le résultat est vrai.
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Supposons le vrai au rang n — 1 > 1. Fixons g dans G,,.
D’apres I’étude précédente, g(e,) est dans l'orbite de e, sous I'action de I',,. Il existe
donc 7 dans T, tel que h = ~g vérifie h(e,) = e,.
Considérons alors i < n et posons = h(e;). On a simultanément b(z, e,) = x,, et

b(x,e,) = b(h(e;),h(e,)) = b(e;,e,) =0,

c’est-a-dire x,, = 0. Ainsi h s’écrit h x 1y, ou h représente un automorphisme de
G,_1. D’apres ’hypothese de récurrence, G,,_1 = I',,_1 donc h € I',_; et par suite
h € T',,. On en déduit que g = v !h est un élément de I',,, ce qui fournit le résultat
au rang mn.

En conclusion, il est vrai pour tout n > 0.

G,, = TI',, agit transitivement sur X, : Cela résulte immédiatement du fait que
Y, est l'orbite de e; sous 'action de G,, = T',,.

Calcul de |X,| : Traitons le cas n pair. On a donc f(e) = 0 et par suite ¥, est
précisément 'hyperplan affine H = {x € E,, ; f(z) = 1}.
Il en résulte
|2, =p"h
Traitons le cas n impair. On a donc f(e) = 1 et par suite X, = H — {e}.

Il en résulte
1%, =p" "t — 1.

10 Stabilisateur de e,, : D’apres le raisonnement mené pour la fonction h dans
la question IV-9, le stabilisateur de e, dans E,, est H = G,,_1 X [;.

Calcul de |G| : On peut écrire
Xn| = |Gulen)| = (G : H).

On en déduit
|Gl = [0l |Gaca| = [T 124l

1<i<n

11 = est d’équivalence : La transitivité seulement n’est pas immédiate.
Considérons (z,y,z) € X3 tel que # = y et y = 2. Raisonnons par I'absurde.
Supposons x Z z c’est-a-dire que B = (e, z, z) forme une base de Fj.

Posons alors y = yi1e + yox + y32z. 1l vient successivement

detg(e,z,y) =y3 =0 et detg(e,y,2) =y2 =0.

Donc on a y = y1e qui n’est pas un élément de X3, d’ou la contradiction.
Ainsi x = z, ce qui assure la transitivité et le résultat.

Etude des classes : La classe ¢, d’un élément x de Y3 est 'ensemble des éléments
distincts de e de la droite affine passant par e et x. En particulier, |c,| =p—1 et le
nombre de classe d’équivalence est donc

|33]

p_1:p+L
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12 Détermination de ¢ : L’ensemble quotient (X3/ =) possede p + 1 éléments.
Les éléments de G5 étant des automorphismes, conservent les bases de E3. Il en
résulte, pour tout x et y dans >3 et g dans G3

¢y # ¢y <= (e, x,y) est une base de Ej
<= (e,9(),g(y)) est une base de Ej
= Cya) F Coly)
> g(cz) # 9(cy)

la derniere équivalence étant obtenue en remarquant que cyp)y = g(c,), pour tout 7
dans ¥3. Donc pour g dans G3, 'application ®(g) définie sur (¥3/ =) par

Vaeeds, ¢ 79 g(cy)

est injective et par suite, constitue une permutation de (X3/ =).

Il est facile de voir alors que ® réalise un morphisme de G35 dans G(X;/ =).
Déterminons le noyau de ®. Un élément g de (G5 est dans le noyau de ® si et

seulement s’il laisse chaque classe globalement invariante, ¢’est-a-dire si et seulement

si x = g(z), pour tout x dans Y.

Pour un tel automorphisme, on peut alors trouver u,v et w dans I, tels que

gler) =ue+ (1 —u)e;
g(ea) =ve+ (1 —v)ey
gles) =we+ (1 —w)es

La condition
ge)=(1—-v+w)ey —(u+1—-2v+w)es+ (u—v+1)eg=e

conduit a ©u = v = w.
Enfin la condition
b(g(e1),g(es)) =u(2 —u) =0

fournit u =0 ou u = 2.
Réciproquement 13 et I'automorphisme g qui envoi la base canonique sur

(26 — e1,2e — eq,2e — €3)
sont bien des éléments du noyau c’est-a-dire
Ker & = {lI3,g}.

Par ailleurs, il existe un isomorphisme ¥ de &(33/ =) dans S,.
Alors ¢ = U o ® vérifie les propriétés requises.

¢(Gs) C Apqq @ 1l suffit de controler ({7, 72}) C Ap41, puisque 71 et 75 sont des
générateurs de Gz = I's.

Remarquons pour cela que 77 = 1y et par suite 71 = 75 = I3.
Il en découle p(71)P = ¢(12)? = 1Id et, puisque p est impair, le résultat annoncé.



24 PROBLEME 7

13 ¢p(G3) = A4 pour p = 3 : Dans ce cas p(G3) est un sous-groupe de 2.
I1 suffit de comparer les cardinaux.
On a

[p(G3)| = |G /{1d, g}| = [G3]/2 = 12 = [A4],

d’ou le résultat.

p(G3) ~ A5 pour p =5 : ©(G3) est un sous-groupe de Ag de cardinal 60.
Pour répondre a la question, nous allons montrer plus généralement que tout sous-
groupe H d’ordre 60 de 2Ag est isomorphe a As.

Faisons opérer 2 par translation sur le quotient a gauche

Q= Rg/H)={cH ;0 € Us},

en posant :
V(g,0) € A5, g.(cH) = (g0)H.

Cette action est en fait associée au morphisme de groupes de g dans &(Q)
©:g+— 0O(g)

tel que :
V(g,0) €A, O(g)(cH) = (go)H.

Remarquons alors U'inclusion O(2g) C 2A(Q).
En effet, il suffit de noter que les 3-cycles, qui engendrent g et sont d’ordre impair,
sont envoyés sur des éléments de 2A(Q).
Ker O est un sous-groupe distingué de g, qui en outre est contenu dans H # .
Le groupe g étant simple (classique), on a Ker © = {Id}, c’est-a-dire que O est
injective. On en déduit successivement

H ~ O(H)
= {0 e AQ) ;9(H)=H}
~A(Q — {H})

~ Q[g).



