
Corrig�e

I. Alg�ebres de convolution « tordue »

A. La convolution tordue

1. (a) Soient a ∈ A et J une partie finie de Z2. Posons ∆ = {(i, i), i ∈ J}. Puisque ∆ ⊂ J2

et que |ai||aj| > 0 (pour (i, j) ∈ J2), on a∑
i∈J

|ai|2 =
∑

(i,j)∈∆

|ai||aj| 6
∑

(i,j)∈J2

|ai||aj| =
( ∑

i∈J

|ai|
)2

.

(b) De (a) on déduit que, pour tout a ∈ A et toute partie finie J de Z2, on a l’enca-

drement :
∑
i∈J

|ai|2 6
( ∑

i∈J

|ai|
)2

6 ‖a‖2
1. Prenant le sup de ces quantités, on trouve

donc ‖a‖2
2 6 ‖a‖2

1, d’où l’inégalité ‖a‖2 6 ‖a‖1.

Si a ∈ A1, alors ‖a‖2 6 ‖a‖1 < +∞, donc a ∈ A2.

2. Pour a ∈ A, posons σ(a) =
∑

(m,n)∈Z2

am,n =
∑

(m,n)∈Suppa

am,n, où l’on a noté Supp a le

support de a. Il est clair que σ est linéaire et que σ(Wm,n) = 1.

On a
∣∣∣ ∑

(m,n)∈Suppa

am,n

∣∣∣ 6
∑

(m,n)∈Suppa

|am,n|, donc |σ(a)| 6 ‖a‖1.

En particulier, σ est une forme linéaire continue sur l’espace normé (A, ‖ ‖1) (et |||σ||| = 1).
Par densité, elle admet un unique prolongement linéaire et continu σ : A1 → C.

Soit σ′ : A1 → C une autre forme linéaire continue vérifiant σ′(Wm,n) = 1. Soit a ∈ A.

On a a =
∑

(m,n)∈Suppa

am,nWm,n, donc σ′(a) =
∑

(m,n)∈Suppa

am,nσ
′(Wm,n) = σ(a). Ainsi, les

formes linéaires continues σ et σ′ cöıncident sur A ; par densité elles sont égales.

3. (a) Pour (p, q) ∈ Z2, posons dp,q = λq(m−p)ap,qbm−p,n−q ; posons d = (dp,q). D’après
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

‖d‖1 =
∑

(p,q)∈Z2

|dp,q| 6
( ∑

(p,q)∈Z2

∣∣λq(m−p)ap,q

∣∣2)1/2( ∑
(p,q)∈Z2

∣∣bm−p,n−q

∣∣2)1/2

= ‖a‖2‖b‖2,

donc d ∈ A1.

(b) On a, par définition, cm,n = σ(d). Il vient, |cm,n| 6 |||σ|||‖d‖1 6 ‖a‖2‖b‖2.

Supposons que a,b ∈ A ; posons

M = sup{|p+ p′|+ |q + q′|; (p, q) ∈ Supp a; (p′, q′) ∈ Suppb}.

Comme Supp a× Suppb est fini, ce « sup » est atteint, donc M 6= +∞.

Soit (m,n) ∈ Z2 tel que |m|+ |n| > M . Pour tout (p, q) ∈ Supp a et (p′, q′) ∈ Suppb,
on a (p + p′, q + q′) 6= (m,n). Donc, pour tout (p, q) ∈ Z2, on a ap,q = 0, ou

bm−p,n−q = 0. La famille
(
λq(m−p)ap,qbm−p,n−q

)
(p,q)∈Z2

est donc nulle, donc cm,n = 0.
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Passons au cas général. Soit ε > 0, il existe (par densité de A dans A2) des éléments
a′,b′ ∈ A tels que ‖a‖2‖b− b′‖2 + ‖a− a′‖2‖b′‖2 6 ε. Posons

M = sup{|p+ p′|+ |q + q′|; (p, q) ∈ Supp a′; (p′, q′) ∈ Suppb′}.

Soit (m,n) ∈ Z2 tel que |m|+ |n| > M . Pour tout (p, q) ∈ Z2, on a a′p,qb
′
m−p,n−q = 0,

donc
ap,qbm−p,n−q = ap,q(bm−p,n−q − b′m−p,n−q) + (ap,q − a′p,q)b

′
m−p,n−q.

On trouve alors

cm,n =
( ∑

p,q

λq(m−p)ap,q(bm−p,n−q − b′m−p,n−q)
)

+
( ∑

p,q

λq(m−p)(ap,q − a′p,q)b
′
m−p,n−q

)
.

Or par ce qui précède,
∣∣∣ ∑

p,q

λq(m−p)ap,q(bm−p,n−q − b′m−p,n−q)
∣∣∣ 6 ‖a‖2‖b− b′‖2 et∣∣∣ ∑

p,q

λq(m−p)(ap,q − a′p,q)b
′
m−p,n−q

∣∣∣ 6 ‖a− a′‖2‖b′‖2. Alors, il vient

|cm,n| 6
∣∣∣ ∑

p,q

λq(m−p)ap,q(bm−p,n−q − b′m−p,n−q)
∣∣∣ +

∣∣∣ ∑
p,q

λq(m−p)(ap,q − a′p,q)b
′
m−p,n−q

∣∣∣
6 ‖a‖2‖b− b′‖2 + ‖a− a′‖2‖b′‖2

6 ε.

(c) Écrivons a ?λ b = (cm,n)(m,n)∈Z2 , on a |cm,n| 6
∑
p,q

|ap,q||bm−q,n−p|. Donc

‖a ?λ b‖1 6
∑
m,n

∑
p,q

|ap,q||bm−q,n−p| = ‖a‖1‖b‖1.

(d) On a

(Wm,n ?λ Wm′,n′) ?λ Wm′′,n′′ = λnm′
Wm+m′,n+n′ ?λ Wm′′,n′′

= λnm′+(n+n′)m′′
Wm+m′+m′′,n+n′+n′′

et
Wm,n ?λ (Wm′,n′ ?λ Wm′′,n′′) = λn′m′′

Wm,n ?λ Wm′+m′′,n′+n′′

= λn(m′+m′′)+n′m′′
Wm+m′+m′′,n+n′+n′′

= (Wm,n ?λ Wm′,n′) ?λ Wm′′,n′′

Par linéarité, on trouve (a ?λ b) ?λ c = a ?λ (b ?λ c) pour a,b, c ∈ A. A l’aide de (c),
on en déduit l’égalité (a ?λ b) ?λ c = a ?λ (b ?λ c) pour a,b, c ∈ A1 - par densité de
A dans A1.

B. Fonctions p�eriodiques de classe C1.

1. (a) Pour tout t ∈ R, on a (fg)′(t) = f(t)g′(t) + f ′(t)g(t), donc

|(fg)(t)|+ |(fg)′(t)| 6 |f(t)||g(t)|+ |f(t)||g′(t)|+ |f ′(t)||g(t)|
6

(
|f(t)|+ |f ′(t)|

)(
|g(t)|+ |g′(t)|

)
6 N(f)N(g).

Prenant le « sup » sur t ∈ R, on trouve N(fg) 6 N(f)N(g).
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(b) Soient f ∈ B et ε > 0. D’après le théorème de Stone-Weierstrass, il existe n ∈ N et
des nombres complexes ak pour −n 6 k 6 n tels que sup{|f ′(t)− P (t)|; t ∈ R} 6 ε

où l’on a posé P (t) =
n∑

k=−n

ake
2iπkt.

Puisque

∫ 1

0

f ′(t) dt = 0, il vient |a0| =
∣∣∣ ∫ 1

0

P (t) dt
∣∣∣ 6 ε.

Pour t ∈ R, posons Q(t) = f(0) +

∫ t

0

(P (s)− a0) dt ; la fonction Q est périodique de

période 1 et appartient à l’espace vectoriel engendré par zk pour −n 6 k 6 n. Pour

t ∈ [−1/2, 1/2], on a |f(t)−Q(t)| =
∣∣∣ ∫ t

0

(f ′(s)−P (s) + a0) ds
∣∣∣ 6 ε. On trouve alors

N(f −Q) 6 3ε.

2. (a) Notons F : f 7→ f̂ de B dans `1(Z) la transformation de Fourier et i : `1(Z) → A1

l’application qui à une suite (am)m∈Z associe la famille (bm,n)(m,n)∈Z2 définie par

bm,n =

{
0 si n 6= 0

am si n = 0

On a ψ = i ◦ F . L’application F est continue et on a f̂g = f̂ ? ĝ. De plus, i est
continue car isométrique et l’on a clairement i(a ? b) = i(a) ?λ i(b).

(b) Si f = zn, on a g = λnzn, donc ψ(g) ?λ V = λnψ(f) ?λ V = λnUn ?λ V = V ?λ U
n =

V ?λ ψ(f). Le cas général en résulte par linéarité et continuité de ψ.

II. Un calcul d'image et de noyau

A. Approximation des r�eels par des rationnels

1. (a) Quitte à réordonner les si, on peut supposer que la suite si est croissante. On a
n∑

k=0

sk+1 − sk = sn+1 − s0 6 1− 0. Il existe donc k tel que sk+1 − sk 6
1

n+ 1
.

(b) Pour i = 0, . . . , n, posons si = ti − t0 − E(ti − t0) où E désigne la partie entière ;
posons aussi sn+1 = 1. Par (a), il existe i, j avec 0 6 i < j 6 n + 1 tels que

|si − sj| 6
1

n+ 1
. Si j 6= n+ 1, on trouve |(ti − tj)− p| 6 1

n+ 1
, où p est un entier

(p = E(ti − t0) − E(tj − t0)). Si j = n + 1, on trouve |ti − t0 − p| 6
1

n+ 1
avec

p = E(ti − t0) + 1. Remarquons que dans ce cas i 6= 0 puisque 1 >
1

n+ 1
.

(c) Posons ti = it ; il existe i, j avec 0 6 i < j 6 n tels que δ(ti − tj) 6
1

n+ 1
. On pose

alors k = j − i ; on trouve δ(kt) 6
1

n+ 1
.

2. (a) Soit t ∈ R. Si t =
p

q
est rationnel, alors t ∈ Uα(nq) pour tout n ∈ N∗ et tout

α. Donc t ∈ Yα pour tout α. Supposons que t soit irrationnel. Soit n0 ∈ N∗ et
notons ε = inf{δ(kt); 1 6 k 6 n0}. Soit n ∈ N tel que (n + 1)ε > 1. Par 1.(c), il
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existe q 6 n tel que δ(qt) 6
1

n+ 1
< ε. Par définition de ε, on a q > n0 ; de plus

δ(qt) 6
1

n+ 1
<

1

q
, donc t ∈ U1(q). Cela montre que t ∈ Y1.

(b) On a Uα(q) =
⋃
p∈Z

]p
q
− q−α−1,

p

q
+ q−α−1

[
. Si 2q−α > 1, on a Uα(q) = R ; sinon,

Uα(q) ∩ [0, 1] est réunion disjointe de [0, q−α−1[ de ]1 − q−α−1, 1] et des intervalles]p
q
− q−α−1,

p

q
+ q−α−1

[
pour 1 6 p 6 q − 1. Sa mesure est donc inf(1, 2q−α).

(c) Notons µ la mesure de Lebesgue sur R.

Pour α > 1 on a
∑

q

µ(Uα(q) ∩ [0, 1]) < +∞. Par le théorème de Borel-Cantelli, on

a µ(Yα ∩ [0, 1]) = 0. Il est clair que Yα ∩ [n, n + 1] = {t + n; t ∈ Yα ∩ [0, 1]}, donc
µ(Yα ∩ [n, n+ 1]) = 0 (par invariance par translation de µ).

On a µ(Yα) 6
∑

µ(Yα ∩ [n, n+ 1]) = 0.

Pour α > β et q ∈ N∗, on a Uα(q) ⊂ Uβ(q), donc Yα ⊂ Uβ.

Il s’ensuit que
⋃
α>1

Yα =
⋃
n∈N

Yn+2
n+1

. Donc Y est une réunion dénombrable d’ensembles

négligeables : c’est une partie négligeable de R.

3. (a) Par définition, on a Yα =
⋂
n∈N

( ⋃
q>n

Uα(q)

)
. L’ensemble Yα est donc une intersection

dénombrable d’ouverts de R. De plus par ce qui précède X =
⋂

α∈R∗
+

Yα =
⋂
n∈N

Yn+1

est une intersection dénombrable d’ouverts de R. Enfin, on a déjà noté que Q ⊂ X,
donc X est dense dans R.

(b) Soit t ∈ R. Supposons que t ∈ X, et soit P un polynôme (à coefficients réels) ; soit
α ∈ R+ strictement plus grand que le degré de P .

Pour n ∈ N assez grand, P (n) < nα. L’ensemble {n; δ(nt) < n−α} étant infini, il
existe n ∈ N∗ tel que P (n) < nα et δ(nt) < n−α, donc δ(nt)P (n) < 1.

Supposons que t 6∈ X. Alors il existe q ∈ R∗
+, que l’on peut supposer entier tel

que t 6∈ Yq ; l’ensemble {n ∈ N∗; δ(nt) < n−q} étant fini, il existe a ∈ R∗
+ tel que

aδ(nt) > 1 pour tout n dans cet ensemble. Posons alors P (t) = tq + a. On a bien
P (n)δ(nt) > 1 pour tout n ∈ N∗.

B. Un calcul d'image et de noyau

1. On a V ?λ U = λU ?λ V . Donc, pour tout x ∈ A1, on a

(V ?λ U) ?λ x ?λ (V ?λ U)−1 = (U ?λ V ) ?λ x ?λ (U ?λ V )−1.

On en déduit que S ◦ T = T ◦ S, donc M ◦ L = 0.

2. Soit a = (am,n)(m,n)∈Z2 un élément de A1. Écrivons L(a) = ((bm,n), (cm,n)).

On a bm,n = (λ−n−1)am,n et cm,n = (λm−1)am,n. Si a ∈ KerL, alors pour tout (m,n) ∈ Z2,
on a (λ−n − 1)am,n = (λm − 1)am,n = 0. Si m 6= 0 (resp. n 6= 0) alors λ−n − 1 6= 0 (resp.
λm − 1 6= 0) donc am,n = 0. Il vient KerL = C1.
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3. Puisque τ(a ?λ b) = τ(b ?λ a), on a τ ◦ S = τ ◦ T = 0, donc τ ◦M = 0.

Soit (m,n) ∈ Z2 \ {(0, 0)}. Les éléments S(Wm,n) et T (Wm,n) sont proportionnels à Wm,n

et l’un des deux au moins est non nul. Il en résulte que Wm,n ∈ ImM , donc l’adhérence
de ImM est Kerτ .

Posons E = KerM ∩ (Kerτ × Kerτ). On sait déjà que ImL ⊂ KerM . Par ailleurs, si
(a,b) ∈ ImL, il est clair que a,b ∈ Kerτ , donc ImL ⊂ E. Comme E est un sous espace
fermé de A1×A1, l’adhérence de ImL est incluse dans E. Pour (m,n) ∈ Z2, posons aussi
Em,n = {(aWm,n, bWm,n); (a, b) ∈ C2} ∩E. Il est clair que, pour (m,n) 6= (0, 0), Em,n est
de dimension 1 et engendré par L(Wm,n). Par ailleurs, si x =

(
(am,n), (bm,n)

)
∈ E, alors

x est somme de la famille sommable xm,n = (am,nWm,n, bm,nWm,n). Comme xm,n ∈ Em,n,
il en résulte que x est adhérent au sous-espace engendré par les Em,n, lui-même contenu
dans ImL, soit x ∈ ImL. Cela prouve que ImL = E

4. Remarquons que pour θ ∈ R, on a |eiθ − 1| = 2| sin θ/2|, donc

‖T (Uk)‖1 = |e2ikπθ − 1| = 2 sinπδ(kθ).

Par A.1.(c), il existe k ∈ {1, . . . , n} tel que δ(kθ) 6
1

n+ 1
, donc

inf{‖T (Uk)‖1; 1 6 k 6 n} 6 2 sin
π

n+ 1
·

On peut démontrer que l’image de L n’est pas fermée par des calculs analogues à ceux de
la question suivante. Donnons une méthode basée sur le théorème de Banach : Si l’image
de L était fermée, l’application linéaire continue Kerτ → E déduite de L serait bijective ;
ce serait un homéomorphisme par le théorème de Banach. Il existerait donc une constante
c > 0 telle que l’on ait ‖L(x)‖1 > c‖x‖1 pour tout x ∈ Kerτ . Ce n’est pas le cas par ce
qui précède puisque Uk ∈ Kerτ pour k ∈ N∗ et ‖L(Uk)‖1 = ‖T (Uk)‖1.

5. Soit
(
(am,n), (bm,n)

)
∈ KerM ′. Pour (m,n) ∈ Z2, posons

cm,n =


0 si (m,n) = (0, 0)

a0,n(λ−n − 1)−1 si m = 0 et n 6= 0

bm,0(λ
m − 1)−1 si n = 0 et m 6= 0

am,n(λ−n − 1)−1 = bm,n(λm − 1)−1 sinon

Remarquons que
(
(am,n), (bm,n)

)
∈ ImL′ si et seulement si (cm,n) ∈ E .

Reprenons les notations de A.3. Si θ 6∈ X, il existe un polynôme P à coefficients positifs
tel que |cm,n| 6 P (|m| + |n|)(|am,n| + |bm,n|) ; il en résulte que (cm,n) ∈ E pour tout(
(am,n), (bm,n)

)
∈ KerM ′, donc ImL′ = KerM ′.

Dans ce cas, pour tout (am,n) ∈ E , posons bm,n = (1− λm)−1am,n si m 6= 0 et b0,n = 0 et
cm,0 = (λ−n − 1)−1a0,n si n 6= 0, cm,n = 0 dans tous les autres cas. On vérifie sans peine
que

(
(bm,n), (cm,n)

)
∈ E × E et M ′((bm,n), (cm,n)

)
= (am,n), donc ImL′ = E .

Si θ ∈ X. Pour tout k ∈ N, il existe une infinité de n ∈ N∗ tel que nkδ(nθ) < 1. On peut
construire une suite strictement croissante (nk)k∈N telle que, pour tout k on ait nk ∈ N∗

et δ(θnk)n
k
k < 1. Posons alors

am,n =

{
1− λnk si m = 0 et n = nk

0 dans tous les autres cas

et bm,n = 0. Alors
(
(am,n), (bm,n)

)
∈ KerM ′ mais

(
(am,n), (bm,n)

)
6∈ ImL′.

De plus, (am,n) 6∈ ImM ′, donc ImM ′ 6= E .
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III : Calcul de normes - stabilit�e par l'inverse

A. La repr�esentation r�eguli�ere.

1. Soient a = (am,n)(m,n) ∈ A1 et b = (bm,n)(m,n) ∈ A2. Écrivons a ?λ b = (cm,n)(m,n). On a

‖a ?λ b‖2 = sup
{∑

m,n

|cm,n||dm,n|; d = (dm,n)(m,n) ∈ A; ‖d‖2 6 1
}

.

Soit d = (dm,n)(m,n) ∈ A. Pour m,n ∈ Z, on a cm,n 6
∑
p,q

|ap,q||bm−p,n−q|, donc

∑
m,n

|cm,n||dm,n| 6
∑

m,n,p,q

|ap,q||bm−p,n−q||dm,n|

6
( ∑

m,n,p,q

|ap,q||bm−p,n−q|2
)1/2( ∑

m,n,p,q

|ap,q||dm,n|2
)1/2

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Sommant d’abord par m,n, on trouve∑
m,n,p,q

|ap,q||bm−p,n−q|2 = ‖a‖1‖b‖2
2,

donc ∑
m,n

|cm,n||dm,n| 6 ‖a‖1‖b‖2‖d‖2.

Cela étant vrai pour tout d, on trouve ‖a ?λ b‖2 6 ‖a‖1‖b‖2.

2. On a a = a ?λ 1 = π(a)(1), donc ‖a‖2 6 |||π(a)|||‖1‖2 = |||π(a)|||.
3. Pour a,b, c ∈ A1, on a

(a ?λ b) ?λ c = a ?λ (b ?λ c) par I.A.3.(d), donc π(a ?λ b)(c) = (π(a) ◦ π(b))(c).

Les applications linéaires continues π(a ?λ b) et π(a) ◦ π(b) cöıncident sur le sous-espace
dense A1 de A2. Elles sont donc égales.

Remarquons que π(1) = idA2 , donc π(U) ◦ π(U−1) = π(U−1) ◦ π(U) = idA2 .

Par ailleurs, comme ‖U‖1 = ‖U−1‖1 = 1, on trouve |||π(U)||| 6 1 et |||π(U−1||| 6 1. On en
déduit que, pour tout a ∈ A2, on a ‖π(U)(a)‖2 6 ‖a‖2.

Or a = π(1)(a) = π(U−1) ◦ π(U)(a), donc ‖a‖2 6 ‖π(U)(a)‖2. On en déduit que
‖π(U)(a)‖2

2 = ‖a‖2
2. Notons 〈 | 〉 le produit scalaire de A2.

Par l’identité de polarisation, on trouve 〈π(U)(a)|π(U)(b)〉 = 〈a|b〉 pour tout a,b ∈ A2 ce
qui s’écrit 〈π(U)∗◦π(U)(a)|b〉 = 〈a|b〉. On en déduit que π(U)∗◦π(U)(a)−a est orthogonal
à A2 donc est nul. Cela étant vrai pour tout a ∈ A2, on trouve π(U)∗π(U) = idA2 . Comme
U est inversible, on trouve π(U)∗ = π(U)−1.

De même, π(V ) est unitaire.

B. Un calcul de norme

1. Il est clair que |||T ∗ ◦ T ||| 6 |||T |||2. Pour tout x ∈ A2 tel que ‖x‖2 = 1, on a
‖T (x)‖2 = 〈x|T ∗ ◦ T (x)〉 6 ‖T ∗ ◦ T (x)‖2 6 |||T ∗ ◦ T |||.

Prenant le « sup » sur x, on trouve |||T |||2 6 |||T ∗ ◦ T |||. Appliquant ceci à (T ∗ ◦ T )2k

, on

trouve (par récurrence) que |||(T ∗ ◦T )2k ||| = |||T |||2
k

. La suite convergente ‘|||(T ∗ ◦T )n|||1/n

admet une sous-suite constante (pour n = 2k) et |||T ∗ ◦ T ||| = lim |||(T ∗ ◦ T )n|||1/n.

Donc |||T ||| = lim |||(T ∗ ◦ T )n|||1/2n.
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2. Pour n ∈ N∗, on note kn le nombre d’éléments du support de an.

(a) Écrivons an = (bp,q)p,q ∈ Z2.

Pour (p, q) ∈ Z2 posons cp,q = 0 si bp,q = 0 et bp,qcp,q = |bp,q| pour tout (p, q). On a

‖(cp,q)‖2 =
√
kn et, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

‖a‖1 = 〈(bp,q)|(cp,q)〉 6 ‖a‖2

√
kn.

(b) Il existe p0, p1, q0, q1 ∈ Z tels que ap,q 6= 0 ⇒ p0 6 p 6 p1 et q0 6 q 6 q1. Posons
alors r = 1 + max(p1 − p0, q1 − q0). Pour tout n ∈ N∗, le support de an est contenu
dans {(p, q); np0 6 p 6 np1, et nq0 6 q 6 nq1}, donc

kn 6
(
n(p1 − p0) + 1

)(
n(q1 − q0) + 1

)
6 n2r2.

(c) Pour tout n ∈ N∗, on a ‖an‖2 6 |||π(an)||| 6 ‖an‖1 6 rn‖an‖2 ;

comme lim(rn)1/n = 1, (c) en résulte.

(d) Appliquant les résultats de (c) à a∗ ?λ a, on trouve

|||π(a)|||2 = lim
∣∣∣∣∣∣∣∣∣π(

(a∗ ?λ a)n
)∣∣∣∣∣∣∣∣∣1/n

= lim
∥∥∥(

a∗ ?λ a
)n

∥∥∥1/n

1
= lim

∥∥∥(a∗ ?λ a)n
∥∥∥1/n

2
.

Or
∥∥∥(a∗?λa)n

∥∥∥2

2
= τ

(
(a∗?λa)2n

)
, d’où l’on trouve |||π(a)||| = lim

(
τ
(
(a∗?λa)2n

))1/4n

.

C. Deux applications

1. (a) Pour tout m,n ∈ Z2, um ◦ vn est un unitaire de L(H), donc |||um ◦ vn||| = 1. Soit
a ∈ A1. La famille (am,nu

m ◦ vn)(m,n)∈Z2 est normalement sommable donc sommable
(puisque L(H) est un espace de Banach). Posons

σu,v(a) =
∑

(m,n)∈Z2

am,nu
m ◦ vn.

On a |||σu,v(a)||| =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑

am,nu
m ◦ vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6
∑

|||am,nu
m ◦ vn||| = ‖a‖1. En particulier,

σu,v est continue.

Il est clair que σu,v(Wm,n) = um ◦ vn. En particulier σu,v(U) = u, σu,v(V ) = v.

On a σu,v(Wm,n)σu,v(Wp,q) = um ◦ vn ◦up ◦ vq = λnpum+p ◦ vn+q = σu,v(Wm,n ?λWp,q).
Par linéarité et continuité, pour a,b ∈ A1 on a σu,v(a ?λ b) = σu,v(a)σu,v(b).

Si σ′ : A1 → L(H) vérifie aussi ces propriétés, à l’aide des propriétés 1 ?λ U = U ,
U−1 ?λU = 1 et V −1 ?λ V = 1 on trouve successivement σ′(1) = idH , σ′(U−1) = u−1,
σ′(V −1) = v−1, puis σ′(Wm,n) = σ′(Um ?λV

n) = um ◦vn. Il en résulte que σ′ cöıncide
avec σu,v sur A (par linéarité), donc sur A1 (par continuité).

(b) On a σu,v(a
∗) = σu,v(a)∗ pour tout a ∈ A1. On en déduit que

|||σu,v(a)||| = lim |||σu,v

(
a∗ ?λ a)n

)
|||1/2n 6 lim ‖(a∗ ?λ a)n)‖1/2n

1 = |||π(a)|||.

2. (a) Soit x = π(a)−1. Comme π est continue, A est dense dans A1 et π(A1) est dense
dans A, π(A) est dense dans A. Il existe donc b ∈ A tel que |||π(b) − x|||‖a‖1 < 1.
On a alors |||π(a ?λ b)− idA2||| = |||π(a)

(
π(b)− x)

)
||| < 1 et |||π(b ?λ a)− idA2||| < 1.
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(b) Posons x = 1 − a ?λ b. On a lim ‖xn‖1/n = lim |||π(x)n|||1/n 6 |||π(x)||| < 1. Par
la règle de Cauchy, la série de terme général ‖xn‖1 est convergente, donc la série
de terme général xn est convergente dans l’epace de Banach A1. On en déduit que

a?λ b = 1−x est inversible dans A1 (d’inverse
∑

xn). De même b?λ a est inversible

dans A1. Il en résulte que a admet un inverse à droite et un inverse à gauche donc
est inversible dans A1.

D. Id�eaux bilat�eres et repr�esentations

1. (a) Pour tout (p, q) ∈ Z2 et 0 6 j, k < n, on a U j?λV
k?λWp,q?λV

−k?λU
−j = λkp−jqWp,q,

donc τn(Wp,q) =
( 1

n

n−1∑
j=0

λ−jq
)( 1

n

n−1∑
k=0

λkp
)
Wp,q. Il en résulte que, si (p, q) 6= (0, 0), la

suite τn(Wp,q) converge vers 0 dans A1. Par linéarité, la suite τn(a) converge dans
A1 vers τ(a)1 pour tout a ∈ A. Soient a ∈ A1 et ε > 0 ; il existe b ∈ A tel que
‖a− b‖1 < ε/3. Par ce qui précède, il existe N ∈ N tel que pour tout n > N on ait
‖τn(b) − τ(b)1‖1 < ε/3. Remarquons que, pour tout c ∈ A1 on a ‖τn(c)‖1 6 ‖c‖1,
donc, pour n > N , on a

‖τn(a)− τ(a)1‖1 6 ‖τn(a− b)‖1 + ‖τn(b− τ(b)1‖1 + ‖τ(b− a)1‖1 < ε.

(b) Puisque a 6= 0, on a τ(a∗ ?λ a) = ‖a‖2
2 > 0.

Pour n ∈ N assez grand, on a ‖τn(a∗?λa)−τ(a∗?λa)1‖1 < τ(a∗?λa), donc τn(a∗?λa)
est inversible dans A1.

2. Soit J un idéal bilatère non nul de A1 et a un élément non nul de J . Alors J contient
tous les τn(a∗ ?λ a), donc un élément inversible de A1, donc J = A1.

3. (a) Pour tout n on a σu,v(τn(a)) = n−2
∑

06j,k<n

uj ◦ vk ◦ σu,v(a) ◦ v−k ◦ u−j,

donc |||σu,v(τn(a))||| 6 |||σu,v(a)|||.
Or par 1.(a), on a lim |||σu,v(τn(a))||| = |τ(a)|, donc |τ(a)| 6 |||σu,v(a)|||.

(b) Soit a ∈ A. Pour tout n ∈ N∗, on a
∣∣∣∣∣∣∣∣∣σu,v

(
(a∗ ?λ a)2n

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣1/4n

>
∣∣∣τ((a∗ ?λ a)2n

)∣∣∣1/4n

.

Dans cette inégalité, le membre de gauche converge vers |||σu,v(a)||| et celui de droite
vers |||π(a)|||. On en déduit |||σu,v(a)||| > |||π(a)|||, d’où l’égalité.

L’égalité |||σu,v(a)||| = |||π(a)||| s’en déduit par densité de A dans A1.

IV : Une �egalit�e de norme

Notons vR, vU et vZ les opérateurs unitaires définis de la manière suivante : si ξ̃ ∈ HR (resp.
ξ̃ ∈ HU) est la classe d’une fonction mesurable ξ : R → C, on note vR(ξ̃) (resp. vU(ξ̃)) la classe
dans HR (resp. dans HU) de la fonction t 7→ ξ(t+ θ). Si ξ ∈ HZ, on pose (vZ(ξ))(n) = ξ(n+1).

Reprenons les notations de la partie I.B. Si g ∈ B, notons ρR(g), ρU(g) et ρZ(g) les opérateurs
définis de la manière suivante : si ξ̃ ∈ HR (resp. ξ̃ ∈ HU) est la classe d’une fonction mesurable
ξ : R → C, on note (ρR(g))(ξ̃) (resp. (ρU(g))(ξ̃)) la classe dans HR (resp. dans HU) de la
fonction t 7→ g(t)ξ(t). Si ξ ∈ HZ, on pose ((ρZ(g))(ξ))(n) = g(nθ)ξ(n). Posons uR = ρR(z),
uU = ρU(z) et uZ = ρZ(z). On vérifie immédiatement que l’on a

vR ◦ uR = λuR ◦ vR, vU ◦ uU = λuU ◦ vU et vZ ◦ uZ = λuZ ◦ vZ.

Par III.C.1, il existe des homomorphismes
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σR : A1 → L(HR), σU : A1 → L(HU) et σZ : A1 → L(HZ)

tels que σR(U) = uR, σR(V ) = vR, σU(U) = uU, σU(V ) = vU et σZ(U) = uZ, σZ(V ) = vZ.

Les homomorphismes σR ◦ψ et ρR prennent la même valeur uR en z, donc en zn. Ils cöıncident
par I.B.1.(b). De même, σU ◦ ψ = ρU et σZ ◦ ψ = ρZ.

Posons T =
N∑

k=−N

ψ(fk)V
k. On a σR(T ) = TR, σU(T ) = TU et σZ(T ) = TZ.

Par III.D, on a |||TR||| = |||TU||| = |||TZ||| = |||π(T )|||.
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