Epreuve écrite de mathématiques générales

Les corps considérés dans le probleme sont supposés commutatifs. Pour tout entier n > 1, on
note M, (C) I'anneau des matrices carrées a n lignes et n colonnes a coefficients dans C, M,,(Z)
le sous-anneau de M, (C) formé des matrices a coefficients dans Z, et C,(Z) I'ensemble des
vecteurs colonnes a n lignes a coefficients dans Z.

Pour tout ensemble Z, on note S(Z) le groupe des bijections de Z sur lui-méme. Si X et YV
sont deux ensembles, on note Y~ 'ensemble des applications de X dans Y.

1) Soit A une matrice de M, (C).
1-a) Montrer que A € M, (Z) si et seulement si, pour tout X dans C,(Z), on a AX € C,(Z).

1-b) Soit A une matrice de M, (Z) dont le déterminant, noté det A, est non nul et soit A~" son
inverse dans M,,(C). Montrer que A™' € M, (Z) si et seulement si | det A| = 1.

2) On munit R" d’un produit scalaire noté <, >. Pour toute partie Y de R", on note
V*={zeR" | WyeY, <zy>cZ}.

Si B = (v;)1<i<n €St une base de R", on note

LB = {Zn: m;v;
i=1

le sous-groupe additif de (R", +) engendré par B ; de plus, on note G g la matrice de <, > dans
la base B, c’est-a-dire la matrice symétrique définie positive dont le (7, j)-ieme coefficient vaut
< V5, V5 >.

(my,...,my) € Z”}

2-a) Soit x € R". Montrer que x € L si et seulement s'il existe X € C,(Z) tel que G5'X est
le vecteur colonne formé des composantes de x dans la base B.

2-b) On suppose que Lg C L}. Montrer que G € M, (Z), et que det Gg = 1 si et seulement
si L*B = LB.

3) On note (e;)1<<n la base canonique de R" et (e)1<;<n sa base duale. Soit L un sous-groupe
du groupe additif (R", +), tel que 2Z" C L C Z". Pour 1 < i < n, on pose L; = LN F;, ou F;
est le sous-espace vectoriel de R" engendré par {e;, ..., e,}.

3-a) Montrer que, pour tout i, 1 < i < n, il existe a; € {1,2}, tel que e} (L;) = a;Z.

3-b) Pour 1 < i < n, soit u; € L; tel que €] (u;) = a;. Montrer que (u;)1<i<, engendre L et est
une base de R".

4) Soit C un Z/2Z-sous-espace vectoriel de (Z/2Z)", et L = p~*(C), o1 p est Papplication de
Z" sur (Z/2Z)" définie par p(mq,...,m,) = (Mmq,...,m,), m étant la classe de m modulo 2.

1 n

Dans cette question, le produit scalaire <,> est défini par < z,y >= 3 Zmiyi, pour tout
i=1

couple de vecteurs x = (x1...,z,) et y = (y1,...,¥y,) de R". De plus, on munit (Z/2Z)" de
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la forme bilinéaire non dégénérée, définie, pour tout couple de vecteurs z = (xy...,xz,) et

y= (1, ,yn) de (Z/2Z)", par z.y = > iy
=1

4-a) Montrer qu'il existe une base B de R™ engendrant L, et que L* = p~*(C*), ot C* est
I'orthogonal de C relativement a la forme bilinéaire définie ci-dessus.

4-b) On suppose que C' C C*. Montrer que G'p est & coefficients entiers, et que det Gp = 1 si
et seulement si C' = C*.

1.

1) Soit K un corps, A un K-espace affine de dimension finie r > 3, et F' le sous-espace vectoriel
de K* formé des fonctions affines f: A — K.

1-a) Montrer que F' est de dimension r + 1.

1-b) Soit G.s7(A) le groupe affine de A, c’est-a-dire le groupe des applications affines bijectives
de A dans lui-méme. Montrer que Guzs(A) = {0 € S(A) | Vf € F, foo € F}.

2) On suppose ici que K est un corps fini et on note ¢ son nombre d’éléments. Soit - la forme
bilinéaire non dégénérée sur K définie, pour f,g € K*, par f-g = Z f(z)g(z). On note F*

€A
I'orthogonal de F' relativement a cette forme bilinéaire.

2-a) Soit f € F, non constante. Montrer que, pour tout a € K, 'ensemble f~'({a}) a ¢"*
éléments.

2-b) Montrer que F C F*, et que F = F* si et seulement si ¢ = 2 et 7 = 3.

3) Dans cette question, on suppose que K = Z/27Z et que A est I'espace affine K3, dont on
numérote les points par Py = (0,0,0), P, = (1,0,0), P, = (1,1,0), P; = (0,1,1), P, = (1,0, 1),
Ps=(0,1,0), Ps=(0,0,1) et P = (1,1,1).

Soit ¢ : K4 — K® I'application linéaire bijective définie par f — (f(Py), f(P1), ..., f(Py)) et
H le sous-espace vectoriel de K® égal & o(F).

3-a) Combien H possede-t-il d’éléments ayant exactement 4 composantes non nulles ?

3-b) Montrer qu’'une base de H est
{(1,1,1,1,1,1,1,1),(0,1,1,0,1,0,0,1),(0,0,1,1,0,1,0,1),(0,0,0,1,1,0,1,1) }.

4) On utilise dans cette question les notations de la question I-4. On suppose que n = 8 et
C=H.

4-a) Montrer que : inf{< z,z > | 2 € L —{0}} =2.
4-b) Combien L possede-t-il d’éléments z tels que < z,x >= 27
4-¢) Déduire de ce qui précede

i) L’existence d'une matrice symétrique définie positive dans Mg(Z), de déterminant 1 et
dont les termes diagonaux sont pairs.

ii) L’existence d’une base B de I'espace euclidien usuel R®, possédant la propriété suivante :
soit S l'ensemble des boules fermées de rayon 1 (pour la norme euclidienne) centrées en les
points de Lpg. Les éléments de S sont deux a deux d’intérieurs disjoints, et chaque élément de
S est tangent® & 240 autres.

®deux boules fermées sont dites tangentes si la distance de leurs centres est égale & la somme de leurs rayons.
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Dans la suite du probleme, k désigne un corps de caractéristique différente
de 2, Q = {z €k | Jy € k — {0},z = y*} l'ensemble de ses carrés non
nuls, et X = PY(k) = kU {co} la droite projective sur k. On rappelle que

I'application v : GLa(k) — S(X) qui a M = ((CL

ar +b
M) :
(M) chx—%—d

c’est-a-dire o' ({idx }).
On rappelle également que, si ¢ = 0, on a a(M)(o0) = oo, et que, si ¢ # 0,

a(M)(oo0) = % et a(M) (—Cgl) — .

On note SLy(k) le sous-groupe de GLg(k) formé des matrices de déterminant
1 et N = PSLy(k) I'image de SLq(k) par a.

Z) associe I’homographie

est un morphisme de groupes. On note Ker () son noyau,

1. 1-a) Montrer que SLy(k) N Ker (o) = {—15, I}, ot [ = ((1) ?)

1-b) Soit M € GLy(k) ; montrer que a(M) € N si et seulement si det(M) € Q.
2) Si k est un corps fini a ¢ éléments, calculer le nombre d’éléments de N en fonction de q.
3) Montrer que les homographies « — h;(x) =iz (pour i € Q), x — t;(x) = x+ j (pour j € k)

et x — w(xr) = —— appartiennent a N et I’engendrent.
x

4) Soit f un élément d’ordre 2 de N.

9

4-a) Montrer que f est conjugué dans N a une homographie de la forme z +— w;(z) = —
avec 1 € Q.

]
T

4-b) Montrer que si k a au moins cingq éléments, il existe un conjugué g de f dans N ne
commutant pas avec f (on pourra calculer ¢, o w; ot ).

5) Soit A un Z/2Z-espace affine de direction A et Garr(A) son groupe affine.

5-a) Montrer que, si P est un sous-groupe de G, ss(A) ne contenant pas de translation différente
de 'application identique, alors P est isomorphe a un sous-groupe de GL (Z)

5-b) On suppose que k a au moins cing éléments. Montrer que, si N est isomorphe & un sous-
groupe de G,sr(A), il est isomorphe a un sous-groupe de GL (Z)

IV. Onnote 1: X — Z/27Z la fonction constante égale a 1, 0 : X — 7Z/2Z la fonction nulle,
on note —Q) = {—a: | T € Q} et on suppose que k vérifie la propriété (x) suivante :
(%)  k—{0} est l'union disjointe de Q) et —Q).

1) Montrer que, si k a ¢ éléments, I'hypothese (x) est équivalente & ¢ = —1 mod 4.

On note u : X — Z/27 Vapplication qui vaut 1 si x € Q U {oc} et 0 sinon. Pour tout élément
r € k, on pose u, = uot,.

2-a) Montrer que, pour tout ¢ € Q et r € k, on a u, o h; = Uy /-

1 sireq@

2—b) Montrer queu+uow:1,puls queu+uw(r)+u,,ow:{ 0 s re—Q -
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2-¢) On suppose que k est un corps fini. Montrer que Z u, = 1.
rek

Soit R le sous-espace vectoriel de (Z/27Z)% engendré par les fonctions u,, r € k. Montrer que

PSLy(k) C {0 € S(X) | Vf€R, foo € R}.

3) On suppose ici que k = Z/7Z. Soit ¢ = (Z/2Z)* — (Z/27Z)® I'application linéaire bijective
définie par
7= (£0). (D). 7). 7 (3). S (1), £ (). £ (). f (¢) ).
oll, pour tout entier z € Z, T est la classe de x modulo 7.
3-a) Montrer que ¥(R) = H, ot H est le sous-espace vectoriel de (Z/27)® défini en I1.3.
3-b) En déduire que PSLy(Z/77Z) est isomorphe a GL3(Z/27).
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