Le sujet se décomposait en quatre parties et 37 questions.

Les parties III et IV constituent le coeur du sujet. Elles sont construites sur un
modele similaire aux parties I et II. On introduit les opérateurs de Dunkl pour le
groupe symétrique dans R™. La preuve de la commutativité était trop difficile au
niveau de lagrégation et nous I’avons donc admise. On utilise ces opérateurs pour
trouver une équation fonctionnelle sur les intégrales de la forme

_(z2)
Ck :/ e 2 H |z —xi]%dxl...da:n.

1<i<j<n

Ces intégrales interviennent en probabilité et en arithmétique. Un peu d’analyse
complexe permettrait d’arriver a la formule générale

n

n kZ—i—l
e = (2m) 2H T(k+1)

ou I' désigne la fonction classique Gamma, mais il fallait utiliser un théoréeme sur
le comportement des zéros des fonctions holomorphes, théoreme qui n’était pas au
programme.

I Le cas classique

1. Soit P = X" ... X", ..X;Vj ... X3 et 6, ; la transposition (i, j) pour 1 < i <
Jj<n.
On a %P = X{" ... X5 X7 ... X d'olt I'on tire sans difficultés

(2
(a) Sia; = oy, on trouve 0.
(b) Si a; < a5 on trouve

aj—a;—1

55 CLITD LIS CLIND Gl (N WD e € )
k=0

(c) Si oy > «j on trouve

a;—a;—1

XXX xe (YD xpTeT .
k=0

)

2. D’apres la question précédente, X; — X; divise P —%;i P pour tout monoéme P.
Par linéarité c’est encore vrai pour tout polynéme P.



3. La signature est 'unique morphisme du groupe symétrique dans {—1,1} qui
ne soit pas trivial. Il vaut —1 sur les transpositions. Décomposons toute per-
mutation o en un produit de transpositions 1 ...0y. On a e(c) = (—1)V. Le
groupe symétrique &,, agit sur R[X,..., X},], on a donc

O'P :91...9]\7 P :91...91\7_1 (QNP).

Si P est antisymétrique une récurrence immédiate donne °P = (—1)VP =
e(o)P.

4. Plusieurs solutions sont possibles, notamment en analysant ’action d’une trans-
position sur A, on peut aussi utiliser le Vandermonde. Voici une démonstration
qui utilise une formule connue.

Soit A= ] (X;—Xj;). Pour o € &,, on a donc
1<i<j<n

A = H (Xa(j) - XU(’L))
1<i<j<n
On utilise la formule du cours
o(j) —o(e
()= [ =0
1<i<j<n J

Posons A= [] (j—i).OnadoncA=x T[] 22X et

3
1<i<j<n 1<i<j<n J

a=r [ Fo=Few_y qp D-0@ qp A= tew
i<i<jzn I 1<idjen 170 icigjen 00) —0(®)

i

On remarque alors que 'expression XimXi e dépend que de la paire {i,7} et

=i
non pas du couple (4, 7). Ceci permet de faire le changement d’indice i +— o~1(7)
. Xo(iV—Xo(i . — X .
dans le produit  [] % ce qui donne [] Xj.j(l. Ce qui permet
1<i<j<n 7V 1<i<j<n ’
de conclure que 'on a °A = ¢(0)A.

5. L’anneau R[X7,...,X,] est factoriel. Les monomes X; — X; sont de degré 1
et unitaires donc irréductibles. D’apres I-2, si P est antisymétrique il est divi-
sible par (X; — X;) pour i < j car P —%5P = 2P. Comme ces monomes sont
deux a deux premiers entre eux, P est divisible par leur produit, c’est a dire A.

6. Si P est homogene non nul, 'opérateur P(9) est homogene de degré —deg(P),
c’est a dire que ’on a pour tout polynome homogene () non nul

deg(P(0)Q) = deg(Q) — deg(P)

lorsque P(0)Q est non nul. Si deg(P) > deg(Q) alors P(0)Q est nul. Si
deg(Q) > deg(P) et que P(9)Q est non nul, c’est un polynéme homogene



10.

de degré strictement positif et son évaluation en (0, ...,0) donne 0. Dans tous
lescasona (P,Q) =0

On a

(PQ,R) = (QP,R) = (QP)(9)(R))(0) =
(Q(9) (P(O)R) ) (0) = (@, P(O)(R))
car on a d’apres I’énoncé (QP)(9) = Q(9) o P(@)

Il suffit de montrer que le produit bilinéaire (-, -) est symétrique et défini po-
sitif. Pour cela il suffit de trouver une base orthogonale avec (P, P) > 0 pour
tout élément P de la base. Or la base canonique (X7 ... X2")( enn est
clairement une base orthogonale. De plus on a

Q1,..QN)

(X7 X XX = ol

avec pour convention que 0! = 1.

On vérifie 'assertion sur la base ci-dessus, ce qui est immédiat. On a donc
pour tous P, Q

(7P, Q) = (P,Q).

Le déterminant de Vandermonde

1 X ... xt
1 Xy ... X3t
1 X, ... xp!

se développe par la formule du déterminant en
S xiV T xgm = (X - X,
ce6, 1<i<j<n

Donc dans la base orthogonale, A n’a que des composantes qui valent +£1. On
a donc

(A,A) =Y (xyWTt L xgmt x7 W ey
oeB,

=3 (1)~ ). (o(n) — 1)l = n!(O!l!...(n - 1)!) = 1121, ..nl

ceS,



I Opérateur de Dunkl en rang 1

Dans cette partie k > 0 et T'(f)(z) = f'(z) + kw pour z # 0.

1. On a d’apres l'indication W = fil f'(tx)dt pour = # 0. Le second
membre est une fonction C°(R) car (t,z) — f'(tz) est C*°(R?) et que I'on
inteégre en ¢ sur un intervalle compact.

2. On note pu(z) = 2" On trouve T(po) = 0, T(pza)(x) = 2nz*" et
T(pant1)(z) = (2n + 1+ 2k)z".

3. La question est délicate. On a
1
Vi(f)(z) = bk/ Fflat)(1 =) 11+ t)kdt.
~1
Comme k—1 > —1 U'intégrale est clairement convergente. On calcule T' (Vi (f))(x)

en dérivant sous le signe somme. Il vient en remarquant que ’on ne manipule
que des fonctions intégrables pour x # 0 (on conclut par continuité) :

L — f(—tz
T(Vk(f))(x):bk/ (tf’(tx)—i—k‘f(m) F=t ))(1—t)k_1(1+t)kdt

-1 T

. /11{tf’(ta:)(1—t)k1(1+t)k+kf(m) (@ @+ 0f — @ r - o)) yar

T

2t(1+t)k=1(1—t)k—1
b k-1 k avk—1 f (tz)
:bk/ (47 (k) (1 — 0511+ ) 4 2ke(1 — 2 Ly gy
1 —————r T
_%(1_t2)k
On peut faire sans probléme une intégration par parties (au sens généralisé).
On obtient donc

f(xt)

by, /_ll{tf’(tﬂi')(1—t)k—1(1+t)k+(1—t2)k(ilt (@)}dt—kbd(l _ t2)k7]1_1

0

Ona 2 (f(ix)) = f'(tz). 1l vient alors

b, /_11{tf/(taz)(1 ORI 0F 4 (1 — 2k f (k) Yt =

1
by, /1 ) (1 =) YA+ )k +1 - t)dt = Vi (f') (z).



4. On a B = Vi(ey) avec ey(t) = M. 11 vient

T(Ey) = Vi(en') = Vi(Aen) = AE).

5. On note que Jy est la partie paire de E). D’apres 1I-4, on a

E)\(CC) — E)\(—a:)

E\'(z)+k = AE\(z).

Ecrivons E)(z) = Jy(z) + K(z) avec K la partie impaire. En identifiant
les parties paires et impaires dans 1’égalité ci-dessus il vient deux équations
étendues par continuité pour tout x € R :

K)\(v)

x

I\ () = AK\(7) et K)'(z)+2k = Ay ().

On a donc K = %J)\’ et

Ex(w) = Ja(x) + Ka(r) = Ja(a) + 1 (@),

6. D’apres la question précédente on a Jy'(z) = AK,(x) et en remplagant dans
la deuxieme équation on a trouve pour z # 0,

2k
I\ (x) + ?JA,(I) = A2 Jy(2),

ce qui montre que Jy vérifie 'équation xy”(x) + 2ky'(x) = A2xy(z). Cette
équation est encore vérifiée pour z = 0 car J3(0) = 0 (c’est une fonction
impaire).

IIT Opérateur de Dunkl en dimension n

1. Si @ est constant alors clairement T;(k)(Q) est nul. L’opérateur de dérivation
BLXZ et les opérateurs Ag diminue le degré de 1. Donc si T;(k)(Q) est non nul,
il est de degré deg(Q) — 1.



2. La question est délicate, car ’ensemble de sommation n’est pas invariant par
I’action du groupe &,,. Pour 0 € &,, on a

(m0@) = (ge) vk S wn (G5 0

Calculons le premier terme du second membre de (1). Pour Q = X" ... X3
on a

U(g)%) = (aXpr XX =

a;—1 n 0 UQ
alXj(ll) . "Xa(ll) "‘X:(n) = 8;(0(1))
Pour le second terme, on va changer I’ensemble de sommation, afin qu’il soit
stable par I’action du groupe symétrique.
Introduisons —R* = {e; —e;, 1 <i < j < n}. Onremarque que RTN—R* =
et que RT U —R" = {e; —e;, i # j} est stable sous laction naturelle de &,
définie par o(e;) = e,;)-
La transposition que l'on associe & e; — e; (avec i > j) est encore §; ;. Par
extension on note que 'on a X_3 = —Xg pour 3 € R'. Le point est de
remarquer que (el,ﬁ)Q_T?C? n’est pas changé lorsque [ est changé en son
Opposé.
Finalement on peut étendre I’ensemble de sommation & la réunion BT U—R™.
On a alors

Q-"Q k Q- %Q
k Z e, 3 X5 5 Z (er, 5)7
BeRT BeRTU—-RT

Faisons agir o sur cette expression ce qui donnera le second terme dans (1) en
remarquant que 'on a p(0)(Xg) = X5 (g)-

_ 0 o _ ob
g 3 (em)a<w> :g 3 (6175)u -

BeRTU- R+ Xs BeRTU- R+ Xo(s)
o _ 0'9@071 o
PY @@ 09
BeRTU—R* a(6)

Comme on a aGﬂa_l = 0,(3) on en déduit que I'expression ci-dessus vaut

o _ 6, o
g Z (e, B) @ ) = (changement de variable 3 — o~ 1(3))

BeR+U-R* Xo(9)
k o) _ Os(c k o) _ Og(o
B} Z (6170103))QX(Q) =3 Z (ea(Z)aﬂ)QX(Q)
BERTU—RT B BERTU—RT B
o _ Og(o
=k > (%(l),ﬁ)QXﬁ(Q) (4)
BeR+ B



car on a (e;, 0 1(B)) = (es(1), 3), 'action du groupe symétrique étant orthogo-
nale. En regroupant les expressions calculées en (2) et (4) on trouve bien que
I'on a

o (Tl(kz) (Q)) = T,0)(F)(°Q).

Autre méthode : On explicite Ty(k), en évaluant les produits (e, e; — €;).
On obtient

Q- "Q
T, }: e _
_ ejQ Q- ei,lQ
aXﬁ’fZ kY S—x -
1<i<t

On fait agir o € %, sur cette expression et on utilise comme ci-dessus le
changement de variable i — o~1(i).

. Ona
.0 "% .0
Aﬁ(P'Q):PQ XﬁP BQ:
B
Q-%Q\ (PP , 0
PP )+ (P ) =P as@ + au(r) - (M)

. On applique le calcul de la question précédente avec P = X;. Un calcul facile
montre que 'on a

X; —s X; Xi — X@g(i)

Do) = Tt = T P < (e )

On a d’apres la question on a
AgMi = MiAﬁ + (6i, ﬂ)p(ag)

Calculons maintenant le commutateur

T30, M) = [53 +E 3 (65, )09, 0] =

BeRY
0
55 Mil + & > (e, 8)[ A, Mi] = (ei,e)Id+ k> (e, 8)(ei, B)p(6).
\4,_/ BERT BERT
5i;1d



5. On a D(k) = Y. Ti(k)? d’ott d’apres la formule du préambule sur le commu-
i=1
tateur

i=1

SOTE) (e enTd+ kY (ei B) e, Dp(05) )+

i=1 BeRT

> (e td+k > (e B)er, Ap(6s) ) Tilk) =

i=1 BERT
211k + Y Y (60 B)(e1, B )(Tilk) © p(09) + p(03) 0 Th(k) )
i=1 Be Rt

Or on a d’apres le I11-2, p(0g) o T;(k) = Ty, ;) © p(0). Le second terme de la
derniere égalité vaut donc

kz Z ei, 3)(er, B Tgﬁ o p(fs) —I—kz Z ei, B)(er, B)Ti(k) o p(6p)

i=1 BeR+ =1 BeR+

puis par changement de variable i — 63(i) dans la premiere somme
kz Z €0y (i), 3)(er; B )op(0s) + kz Z e, 3) (e, B)T;(k) o p(6p)
i=1 Be R+ i=1 Be R+

qui est nul car (egﬁ(i),ﬁ) = —(e;, 9).

IV~ Produit scalaire de Dunkl et Intégrale de Mehta

1. Les opérateurs T;(k) sont de degré —1. Si deg(P) > deg(Q) alors P(T'(k))(Q)
est nul. Si deg(P) < deg(Q), alors P(T'(k))(Q) est nul ou de degré deg(Q) —
deg(P). L’évaluation en (0,...,0) donne alors 0.

2. On a par définition et en utilisant la commutativité admise

(M(P), Q) = (XiP,Q )i = (Ti(k) o P(T))(Q)(0) =
P(T)(Ti(k)Q)(0) = (P, Ty(Q) )



3. Par linéarité on vérifie I'assertion pour P = X;, ... X;,. D’apres III-2 on a
p(o) o Ty(k) o p(6™') = T,q)(k) pour toute permutation o. On a donc par
récurrence sur N

pla) o (Tu(k)e ..o Ty (k) ) plo™") = Togiy) (k) 0 ... © To(in (k)

On a donc

p(o) o P(T) = (°P)(T) o plo)
En appliquant cette formule & Q on a p(o)(P(T(k))Q) = ("P)(T(k))(°Q) et
Iévaluation en (0,...,0) donne le résultat cherché (P, °Q ), = (P, Q )k-

4. L’opérateur D(k) est un opérateur homogene de degré —2 sur R[X7, ..., X,],
donc pour tout Q il existe N tel que D(k)™(Q) = 0. Par conséquent la série

00 D(k)
(-2
> 2
p=0 ’
définissant ’exponentielle est une somme finie pour tout Q.
D(k) D(k) D(k) .

5. On a [Mj,e” 2 | = Me =2 —e 2 M. On peut remplacer 'exponentielle
par sa série et calculer le commutateur termes a termes car la série est une
somme finie quand on 1’évalue sur un polynome Q.

D’apres I11-5 on a [M;, —%] = Tj(k). Comme les opérateurs D(k) et Tj(k)
commutent on va montrer que l'on a la formule
D(k) D(k)\p-1
(M, (= =) =pTik) (- =)

On utilise la formule sur le commutateur [A, BC] = B[A, C] + [A, B]C pour
A, B, C trois opérateurs. On a donc par récurrence sur p

i (= 28y = g (- Py L DBy DO
p1i) (= 250 (= 2 + (- P o -
o+ 1Tk (- 2y
On a donc
My, e :,;0;![ L ( D;k))p] =
S ST 2P =m Y (- PRy = miwe
p>1 p>0



6. Pour montrer que T;(k) se prolonge en un opérateur sur les fonctions C*°(R")
il suffit de le montrer pour les opérateurs Ag. Pour 3 =e¢; —e; on a

fa, oo iy xy, o xn) — f(o1, 0,2, Ty )
T — Xy '

Ap(f)(z) =
On peut considérer la fonction

g(t) = fz1,...,xi+t(xjy — ), ..., x5 +t(zi — x5), ..., Zn).

On a alors
g9(1) — ¢(0) 1 /1 /
@) = L2 - —— [T
Posons w(t) = (x1,...,x + t(xj — x;),..., x5 + t(x; — x;),...,2y,). 1l vient

g (t) = (zi — ;) (FL(w(t)) — L (w(t))) d’ont l'on tire

1 1
As(h ) = [ L wiar— [ 2L

0 axj 0 axi

qui est bien une fonction C*°(R").

o) f(z). Calculons alors

TR M) = T8 W) = S S (1, 0)85000)

BeRT

7. Ona Myf(x)=e"

Or 9 est une fonction invariante sous 'action du groupe symétrique, donc la
formule du III-3 donne Ag(vf) = ¥ Ag(f). Il vient donc

5]
Lk Y (BB =

BeRt

Ti(f) = —m(f) + ¢

—wwf) + w(‘i{l 1S (en B)AN().

0
BERT

On a donc Tj o My = My, 0T} — My, o M;.

8. D’apres IV-7 on a sur les fonctions C*°(R"),
Tyo My = My oT) — My o My = My o (Ty(k) — M),
c’est a dire MJI oTj(k) o My, = Tj(k) — M qui est bien un opérateur sur les

fonctions polynomiales. Par composition et IV-4 'opérateur MJl oTj(k)oMyo

_D()

e~ 2 est un opérateur de R[X1,..., X,].

10



9.

10.

11.

On a d’apres la question précédente

D(k) D(k)

Myt oTy(k)o Myoe = = (Ti(k)— M)oe 2

D(k)

D(k) .
Or d’apres IV-5, on [Mj,e” "2 |=Tjoe 2z , clest a dire

D(k) D(k) D(k)

Tioe™ 2 —Moe 2 =—e 2 oM.

On a donc comme opérateurs sur les fonctions polynomiales

D(k) _D(k)

MlzloTlon,oe_T:—e 2 oM.

Il suffit de montrer la formule proposée pour tout polynéme homogene et méme
pour tout momome. On raisonne par récurrence sur le degré de P
SiP=X;ona

Ti(k)(¥)(z) = —ziyp(x)
car ¢ est un fonction invariante sous ’action du groupe symétrique. Or on a
e‘y(Xl) = X, car X; est de degré 1 et que _ D)

5~ est un opérateur de degré
—2. On a donc

_D(k)
Ti(k)(¥)(x) = —p(z)e” 2 (X) ().
Supposons maintenant que 'on a P = X;Q avec @) vérifiant la formule de la
question. On a

P(T)(¥)(z) = Ti(k)(Q(T)¥)(x) =
(~1)2EQ Ty (k) (My o e 2 (Q)) = (~1) B (Ty(k) o My o e 2 )(Q) =

Par récurrence sur Q

D(k)

(—1)%E@ (~My o e™ 5 0 M)(Q) = (—1)*E@ Ly ()e 5 (X,Q)(x) =

d'apres IV —9

On applique la formule précédente pour P = A.

11 faut remarquer que 'on a D(k)(A) = 0, car ¢’est un polynéme antisymétrique
donc divisible par A d’apres 1-5, ¢’est absurde s’il est non nul pour une raison
de degré.

Pour justifier le fait que le polynéme est antisymétrique il faut remarquer que
par définition on a (31, X?)(T) = D(k) et d’apres la preuve de IV-3 on a
p(c) o D(k) o p(c=1) = D(k), donc

po)(D(k)(A)) = D(k)(p(0)A) = e(0)A.

D(k)

En conséquence on a e~ 5 (A) = A et A(T)()(z) = (—1)%88e= %2 Az).

11



12. La question est délicate.

Pour k£ > 0 le poids w; est une fonction continue sur R™. Supposons ¢ dans
I’espace de Schwartz et f une fonction polynomiale. En dehors des hyperplans
x; = x; la fonction wy, est dérivable et on a

owy, 0log wy, Wi

8:61 = W 8.%'[ = Z 2k(elvﬁ)(ﬁ,x)

BERT

avec (B,2) =x; —xj si f=e; —¢;.
Toutes les intégrales que I’on manipule sont convergentes car systématiquement
les intégrandes sont des fonctions a décroissante rapide.

On a

[ (@@ + o@mine -
/Rn ((w kD (el’ﬁ)(AB(g)f+9Aﬁ(f))>wk(:v)d:r (7)

BeRT

0
On a Ag(g)(z) = %5)9)@), par conséquent on a

/" (As(g)f + gAs(f))wr(z) = 2/n ka(x)dx
- Ww x)dr — M
/ S By ) / . (Ba)

Les deux dernieres intégrales se compensent par changement de variable z —

0s(x). On remarque que la fonction 12)57(;3) est L}, ca se voit en faisant un
changement de repeére pour se ramener a une fonction de la variable réelle

ﬁ. Bref en reprenant (7) on a d’apres le calcul de %% fait plus haut

a(fg) g9(z)f(z) _ o(fgwr) . _
/n (Txg + 2k:6€ZR+(el,B) 3. 2) )wk(:r)dx = /naa:l dr = 0

wg(z)dx

car la fonction fgwy est nulle a l'infini et décroit suffisamment vite. En effet
on a

1 1
|fgwi(z1, ... A, an) §C1+A21;[l1+x22’
K2

ce qui montre que l'on a

/ Mdmz lim fgwk(xl,...,A,...,xn)dxl---d/gl---dxn
n (93}[ Ao JRn—1
— lim fgwk(ajl,...,A,...,xn)dzrl---d/:;l---da?n:O.

Ar——o00 Rr—1

12



13.

14.

15.

16.

Pour P homogene de degré strictement positif on a d’apres IV-10

Y(z)e” 2 (P)(z) = (-1 P(T)(¥)(x)

_D(k)
2

donc
_ D) degP
P(z)e” 2 (P)(z)wp(x)de = | (=1)"*" P(T)(¥)(x)w(x)dz = 0
R'n n

d’apres la question précédente appliquée a f = 1) et g = 1. En effet on aurait
par récurrence immédiate sur IV-12

/ (1) P(T) () (@) lwg(z)dz = | (2)P(T)(1)wy(z)dz.

n Rn
En conséquence seule la partie de degré 0 intervient, id on a
_D(k)

P(x)e” 2 (P)(z)wg(x)dx = P(0) Y(z)wg(z)dr = ¢, P(0).
R" R"

Pour k > 0 et P, @ homogenes (on étend ensuite le résultat par linéarité a tous
P,Q) on a d’apres IV-10

/ n(—l)degPP(T)(lb)(x)e*%(Q)(x)wk(aj)daz = d’apres IV — 12

D(k)

- (@) P(T) (e~ = (Q))wp(w)dx =

/ I (PTQ)  (@)wn(x)de = (P(T)Q)(0)er = cr{ P,Q )i
R» —

commutativité des opérateurs

ce qui donne le résultat car ¢ est strictement positif.

Pour k£ > 0 la formule précédente montre que le produit est symétrique (et po-
sitif). Les opérateurs Tj(k) sont polynomiaux en k, la dépendance du produit
( P,Q ) est polynomiale en k. La symétrie se prolonge a tout k& € R. Remar-
quons que le produit n’est pas forcément défini positif pour £ < 0, comme le
montre la formule donnée dans ’énoncé pour (A, A)y .

Pour k£ > 0 on calcule

D(k)

(8 = [ @e ) @) -
=A

A(z)?(x)wy(x)dr = Y(x)wiy1(x)dr = cpiq
R" R"

car on a A?(x)wy(r) = wiy1(z).
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