Corrigé de I’épreuve d’analyse et
probabilités

Partie I

I e’ — 1
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b) Avec les notations de a), p = 0 implique c¢,, = 0 pour tout réel Ay, d’ou le résultat.

I.A.1.a) Pour p dans R™ :

On en déduit :

a) Gardons les mémes notations. Alors :

c) + ¢y Cy — C_y
Rep:Z%e,\ et Imp:Z%e)\.

AER AER

La symétrie de A montre que si A € A, ¢y = c_, = 0 d’ott 'on tire, avec les égalités précédentes,
Re p € Py et Im p € Py, puis le résultat voulu.

b) Supposons que A est un Sidon réel et fixons p dans Py. Le a) fournit N(Rep) < K'(A) sup Re p <
K'(A) ||plle €t de méme N( Im p) < K'(A) ||p]|oo. Par suite :

N(p) = N (Re p+ilIm p) < N(Rep)+ N(Im p) <2K'(A) [|pc-
Il s’ensuit que A est de Sidon avec K(A) < 2K'(A).

I.B.1.a) Si f est une fonction holomorphe au voisinage du disque fermé bordé par 'image de
v, Zp un point intérieur a ce méme disque, p un entier naturel, la formule de Cauchy donne :

f(p)(zo) :p|/< f(2) dz

z — 20)Pt1 2ir
Reste a appliquer ce résultat a f =U,, p=n et zp = x.

b) Prenons x dans | — 1,1] et r = /1 — 22. Il vient :

/ (-1 dz 1 (T (z+re®)* —1\" I
L (z =)t 2 27 reif

1

X

+ 2x + 7"6’9) do
1

(
— ( ’9+2x+¢729>
G

<az+z 1 —xQSmQ))n do
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Tenant compte de la définition de L, et de a), on en déduit la formule demandée.

Il reste a étendre la formule & x = +1. Il est clair que l'on peut trouver P dans C[X,Y] tel
que :

Vo € [—1,1], /7r <x+ix/ﬁsin0)n szP(x,m>

—T
(il suffit de développer 'intégrale par la formule du binome). Cette formule montre que les deux
membres de 1’égalité proposée sont fonctions continues de z sur [—1, 1], et le résultat suit.

2. La question 1.b) donne : L, (1) =1 et L,(—1) = (—=1)".
Size[-1,1]et0 €R,ona:
2
‘x+z’\/1 —xQSinH‘ =2’ + (1—2H)sin®d<2* +1-22<1
On en tire : |L,(x)| < 1. Au total : sup {|L,(x)|, z € [-1,1]} = 1.
3. a) Pour x € I, et § € R, le calcul de la question 2 donne :
2
‘a: +iv1 — a2 Sinﬁ‘ = 22+ (1 —2?)sin® 0 = sin? 6 + 2% cos® 0
< sin?0 + (1 —n)%cos® 0

o sin®@ + (1 —n)*cos®d =1 — 2ncos® O +n*cos® 0 < 1 —ncos®f
car ° < 7. L’inégalité demandée suit aisément.
b) Pour n dans N, posons :
I, = /7T ©On ol ,(0) = (1 —ncos’ (9)”/2.
Grace a a), il suffit de montrer que 7, — 0.

Mais () converge simplement vers 0 sur [—m, 7| \ {£7/2}, et est bornée par 1. La conclusion
résulte du théoreme de convergence dominée.

I.C.1.a) Puisque U, = (X* - 1)", U,’ = 2nX(X? — 1)""!, d’ot1 le résultat.
b) On dérive n + 1 fois la relation de a) avec la formule de Leibniz. 11 vient :

(X2 - 1)U, 4 2(n+ 1) XU, + n(n+ 1)U,™ = 20X U,V 4 2n(n + 1)U, ™.
C’est la relation voulue.

2. On remarque que : ;
D)) = 5 (1= 2)f' ()

On intégre par parties en observant que (1 — 2%)f/(z) et (1 — 2%)¢/(z) s’annulent en +1, et il
vient :

/_11D(f)9 = —/_11(1—1“2) f'(x) g’(m)dm:—/_z(l—ﬁ) J(z) f(z)dz
= [ pws
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3. La question 1.b) montre que X contient {—n(n + 1), n € N}. Inversement, soit A dans
R\ {-n(n+ 1), n € N}. Montrons que V), = {0}, ce qui donnera le résultat demandé. En
appliquant la question 2 avec f dans V) et ¢ = P,, ou m € N, il vient :

1 1 1
/\/ fPn=—m(m+ 1)/ f P, d’ou / fP, =0.
-1 -1 -1

D’autre part, P, étant de degré n pour tout n, (P,),ex est une base de R[X], et ce qui précede

implique : X
fP=0
/,

pour tout P de R[X]. Le théoreme d’approximation de Weierstrass permet classiquement d’en
déduire f = 0.

4. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire implique que 'espace des solutions de (E) sur
] —1,1] est de dimension 2. Soit donc u une fonction de classe C* sur | — 1, 1[ telle que (u, L,,)
soit une base de I'espace précédent. Pour établir que V_, 1) = CL,, il suffit de voir que u
ne se prolonge pas en une fonction de classe C* sur [—1,1]. Soit W = L,u’ — L,'u. Un calcul
classique assure que :

, 2z
Il s’ensuit que :
w(0)
v - 1,1 Wizx) = .
vel-11, W) =1

D’autre part, la liberté de (u, L,,) et les propriétés usuelles du wronskien montrent que W (0) #
0. Par suite :

(W(z)] — +oo,
r—+1

d’ou la conclusion.

5. Siu(t,z) = a(t) b(z), 'équation proposée s’écrit :
a’(t) b(z) = (1 — 2" (x) — 220 (x) a(t).

Supposons u non identiquement nulle. En choisissant ¢ tel que a(t) # 0, on voit que b est
fonction propre de D, donc colinéaire a L,, pour un certain n de N. On a alors, en choisissant
x n’annulant pas L,, a”(t) = —n(n + 1) a(t) pour tout réel £. On en déduit que a est affine si
n = 0, combinaison linéaire de e ooy et e Ny sin > 1. En fin de compte, u est bien de

la forme voulue. La réciproque est immédiate.
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Partie 11

A.l.a) Soit (ay,...,a,) € Z™\ {0} tel que : Zaiwi = 0. Soit [ la forme linéaire sur R" qui a
i=1

(x1,...,2,) associe :
n

1
% Zl a;x;.

On aw € kerl et, siveZ":

n

[(2mv) = Zaivi € Z.

i=1
Il s’ensuit que I(G,,) C Z.

b) Puisque R" est de dimension finie, [ est continue d’ou :

[ (Gw) CUGL),

et, puisque Z est fermé dans R, I(Gy)) C Z. Si G, était dense dans R", [(G,,) serait égal a
[(R™) = R car une forme linéaire non nulle est surjective, ce qui donne la contradication désirée.

(Le a) assure en fait que G, est contenu dans une réunion dénombrable d’hyperplans af-
fines paralleles et régulierement espacés de R"; cette réunion est trivialement un fermé de
R" négligeable et d’intérieur vide.)

2.a) L’application Jr est une forme n-linéaire sur C", de sorte qu’il suffit de prouver le résultat
quand les f; sont des ey. Posons f; = ey,, \; € Z, de sorte que :

1 T
Jr(fr,- o fa) = T/ exr, Aw;-
0

D’apres I.A.1.a), cette quantité tend vers dpyor yuw, lorsque T' — +oo0. Mais la Q-liberté de
(wy, ..., w,) assure que :

Z)\ZUJZ:O <~ (wl,...,wn):(O,...,O),
=1

d’ou le résultat.

b) Munissons C" de la norme produit. Il est alors immédiat que les Jr sont toutes de norme
subordonnée 1, donc forment une famille équicontinue de formes n-linéaires. Un raisonnement
classique montre qu’il suffit d’établir le résultat pour (fi,..., f,) appartenant a une famille
dense de C". Or, gr,ce au théoreme de Weierstrass trigonométrique, P;" est dense dans C" pour
la norme produit, et a) permet de conclure.

c¢) Fixons (x1,...,z,) dans R" et € dans |0, 7[. Si 1 < j < n, prenons pour f; une fonction
continue, 2m-périodique, strictement positive sur |x; — ¢, x; + €[, nulle sur [z; — 7, x; + 7|\|z; —

e,x; + €[. Le b) garantit :
n 1 2
&1 1)
1 ™ Jo

J

JT(fb"'afn) —

T—+o00
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Le membre de droite étant dans R**, cette relation assure l’existence d’un réel ¢ tel que :
Vie{l,...,n}, fi(w;t) > 0.
On en déduit lexistence de (myq, ..., m,) dans Z" tel que :
Vie{l,...,n}, tw; €]2mm; +x; —e,2mm; + x; + €.
Pour la norme || ||« sur R", le vecteur (zy,...,x,) est donc & une distance au plus € du vecteur
t(wy,...,w,) =27 (my,...,my,) de G, d’ou la densité désirée.

3. Il est clair que :

supg < Y _supg;.
j=1

Pour établir la réciproque, on considere, si 1 < j < n, un réel z; tel que sup g; = g;(z;) (qui
existe par continuité et périodicité de g;). La question 2 donne une suite (t;) de réels et n suites
(mj ) pour 1 < j < n d’entiers telles que :

te(wy, ... wy) + 27 (Ma gy ..o, My i) e (T1,. .., Ty).

Il s’ensuit que :
VJ < {1,77,}, gj(w]tk)

donc que :

ce qui acheve la preuve.

4. La symétrie de A est immédiate. Puisque A, est contenue dans Z et Q-libre, les YA, pour v
dans I" sont deux a deux disjoints. On pose, si y € " et si f = Za,\e,\ :

On a déja: N(f) = ZN(fW). D’autre part, f, est de la forme x +— g¢,(7,) ol g, appartient a
yerl’
77/1\:. La question 3 entraine alors :

sup f = Zsupg,y = Zsupfv.
yel’ yel’
Reste a écrire N(f,) < K'(A)sup f, et & sommer sur v € I' pour obtenir, compte-tenu de ce

qui précede : N(f) < K'(A)sup f.

B.I.1.a) Ecrivons d’abord :

k - .
e¥iey. + e Wie_y;
R = ||(1+ & 5 AJ)
j=1

ei<2§:1 5j<Pj>

= ———————— ek
Z Olet]+-+lex| 2518
(e1,--,66)€{~1,0,1}F
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L’hypothese de dissociation montre que le seul (g1, . .., ) de {—1,0, 1}* tel que Z g;j\j = 0 est
j=1
(0,...,0), d’out: RY(0) = 1. Elle implique de méme que le seul k-uplet (e, . .., ;) de {—1,0,1}F
k

tel que Zaj/\j = A\ €st :

(o,...,o, 1 ,0,...,0)
miéme place
dott : RY(Am) = €7 /2. De méme Ry (—An) = e~ 97 /2.
b) La formule de Parseval assure :
i P R{ = p(n)
2 nez

Vu que p est dans Py, a) implique alors :
—/ pRY = (6—1'%]5(/\”) + € p(=Nn)) -
nez

Mais p étant a valeurs réelles : p(—\,,) = p(\,,) si m € Z et, en choisissant k pour que )y soit
supérieur ou égal au degré du polynome trigonométrique p :

1 s
- g 7/80777,

En prenant, pour tout m > 1, ¢, dans R tel que e”“"p()\,,) € R, on a le résultat désiré.

c¢) Avec les notations de b) et en tenant compte de la positivité de Ry, il vient :

k s
" sup p
E (A 5 / RY < supp
7T —Tr

m=1

N

car R7(0) = 1. Puisque p est a valeurs réelles, on en tire aussitot :

k
D p(=Am)| < supp,

m=1
d’ot1, en sommant : N(p) < 2supp. Clest le résultat voulu.
2. Soient € = (g;);31 et € = (€);»1 deux suites presque nulles d’éléments de {—1,0, 1} telles
que :
D_eh =D gk
j>1 j>1

Supposons par I'absurde € # €, et notons N = max {j 1, g #¢€ } On a alors :

N-1 N-1
(v —en)Av =D (55— )X dot Ay =D 2)\
j=1 j=1
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vuque|5j—5;~|<2sil<j<N—1et|5§V—5N|>1.Or,sij<N—1:

=

-1 N-1

AN . 1
N<grg dot D N <Aw) gy
j=1 j=1
La contradiction résulte alors de :
N-1 +o00o
1 1 1
3N—] < Z Sk - 5
7=1 k=1
Partie I11

A.1.a) Si G = {0}, le résultat est trivial. Supposons G # {0} de sorte que GNR™ # {0} gr ce
a la stabilité de G par passage a 'opposé. L’hypothese donne l'existence de ¢ = min(G NR**).
Montrons alors que G = ¢Z. Puisque G contient ¢, il contient ¢Z. Soit inversement g dans G.
On écrit g=qc+ravecqe Zet 0 <r <c. Il vient r =g—qcdour € G et, par définition de
c:r=0,g=MAcet g €cZ.

b) L’exponentielle est un isomorphisme strictement croissant et bicontinu de (R, +) sur (R, x).
La question a) montre alors que les sous-groupes de (R**, x) dont I'intersection avec [1, +oo[
admet 1 comme point isolé sont les ¢* = {c", n € Z} avec ¢ € [1, +o0|.
2.a) Déja :
1
r—yym=——
yvm xr+yy/m
est dans ]0, 1[ donc —x + yv/m est dans | — 1,0[. Ainsi : x + yv/m >z — yv/m > —x + y/m.
On en déduit > 0, y > 0, d’otr : (x,9) € (N*)? et x4+ yv/m > 1+ /m.
b) Le a) montre que 1 est point isolé de G,, N [1,+ool. Il suffit de vérifier que G, est un
sous-groupe de (R™*, x) pour conclure via la question 1.b).
Soient donc g et ¢’ dans G,,, : g = x +yv/m, ¢ = 2’ + y'\/m avec (z,y,2',y) € Z*, g > 0,
g >0eta? —my? =2 —my” =1. Alors g¢' = zz' +myy’ + v/m (zy + 2'y) est bien de la
forme u + vv/m avec (u,v) € Z* et u* — mv? = 1 vu que :
(za' +myy)’ —m @y +azy)’ = z22” +mPyPy? — ma*y? — ma?y”
= (2 —my?) (x’2 - my’2> =1
D’autre part, 1/g = x — yy/m est clairement dans G,,. Enfin G,, contient 1.

3. L’indication proposée montre, si n(n + 1) = ¢\*, que 2n + 1 + X\/4q est dans G-

Si G4y = {1} ceci implique 2n+1+ )\\/4_(] = 1, ce qui est incompatible avec (n, ) € (N*)?, d’ott
la vacuité de A,. Notons que tel est le cas si ¢ = 1 car 2° — 4y* = 1 s’écrit (z — 2y)(z +2y) = 1
d’ou, si x +2y € N*, x + 2y = 1.

Si Gyq # {1}, la question 2.b) donne 74, = v dans [1 + 2,/g, +o0[ tel que G4y = {1", n € Z}.
Avec les notations de la question, on obtient donc m € N* tel que (2n + 1) + A\\/4¢ = ™. On
en déduit (2n + 1) — A\y/4q =y~ ™, puis par soustraction :

NI <m_1>
ag\ )
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Posons donc, si j > 1 :

1 -1
i (0 5)

On a, sij € N": Ajj14 = YAj,, et le résultat désiré s’ensuit.

B.1. On a d’abord : K(va) = {z+yVa, (z,y) € K*}. Si Vb € K(va), on a donc Vb =
x4+ yva ou (x,y) € K? et b = 2° + ay® + 2xyy/a. Puisque va € K, ceci implique xy = 0.
Légalité y = 0 implique b = 22, Vbe K , ce qui est exclu. Il en résulte que \/b/_a € K, puis
que Vab € K. Réciproquement, supposons vab € K. Alors Vb = \/%/\/5 est dans K (va).
2.a) Pour m = 0, Passertion proposée revient a : /g1 - - ¢ ¢ Q. Ceci est vrai car les ¢; sont
des nombres premiers deux a deux distincts, donc ¢; - - - g, n’est pas un carré dans Q.

Supposons 'assertion vraie au rang m — 1 avec m € N*, et soient pi,...,Pm, qis---Gn
comme dans le texte. On veut montrer que /¢ - - - ¢, n’appartient pas a K(y/p,) ou K =

Q (\/P1,---,/Pm-1)- Dans le cas contraire, a) impliquerait \/q1 - - - ¢,pm € K, et 'hypothese de

récurrence donnerait une contradiction car ¢i,- -+, ¢n, Pm,P1, - -, Pm—1 sont des nombres pre-
miers deux a deux distincts. Le résultat suit.

b) Rangeons les nombres premiers en une suite strictement croissante (p;);>1 et posons, pour

n &€ N:
Qn - {Hpiaiv (ala"‘7an) S Nn}
i=1

(en convenant que Qo = {1}) de sorte que (Q,)n>0 est croissante pour l'inclusion et que

Q = U (Qn- Supposons (/q)seq liée. On dispose alors de n = min{m € N, (\/q)4eq,, liée}.
ne

Cette définition de n donne a et b dans Q(\/p1,- - -,+/Pn_1) non nuls tels que a + by/p, = 0. 1l

s’ensuit que +/p, appartient & Q(/p1, .- .,+/Pn_1), ce qui contredit a).

3. Par définition :
A={elj/q |ee{£l}, qeQ, jeN"} = qLGJQ VB,
avec B, = A, U (—A,). Puisque 1+ 2\/g > 3, B, est, d’apres I1.B.2, une partie dissociée de

Z donc, grace a I1.B.1.c), un ensemble de Sidon réel avec de plus K'(B,) < 2. Le résultat de
II1.B.2 permet alors d’appliquer I1.A.4, qui amene la conclusion désirée.
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Partie IV
Al1.Ona,sike{l,...,n}:
ap = % _:p(t) e~k dt
d’ou |ag| < ||pl|eo- Mais p' = zn:ik:akek est borné par z": klag|, d’ou le résultat voulu.
k=1 k=1

2. Par continuité et périodicité, il existe ¢ty dans R tel que |p(tg)| = ||p|le- Soit § dans RT*. Si
0 ||pllce < [|Plloo/2, i-€. si da,, < 1/2, le théoréeme des accroissements finis assure que |p| est
minoré par ||p||«/2 sur [to — 9, to + 6], d’ou le résultat demandé.

B.1. On a, pour z dans R :

too ok

X 2/2 +OO ZE%
Chsczz(zk)! et e :Zklzk'
k=0 k=0

Compte-tenu de la positivité de z%*, il suffit pour conclure de vérifier que, pour tout k de N :
k! 2F < (2k)!. Or :

(2k)  (k+1)(k+2)---2k
kI 2k 2k '

Si k> 1, les k entiers k + 1,k + 2,...,2k sont minorés par 2, et le résultat est clair; le cas

k = 0 est trivial.

2.0mn a:
E(exp(ARe Z))=F (exp <)\ Z( Re ay) Xk>> :

L’indépendance des X}, entraine :

E (exp (A Re Z)) = [ [ E (exp (M Re ax) Xy)).

k=1
Or E (exp (A( Re ax) Xi)) = ch (A Re ag). Au total :

n

E (exp (A Re Z)) = [ [ ch (A Re ).

k=1
3.a) On a de méme :

E(exp(—=A Re 2)) = ﬁch (A Re ay) .

Mais :

A Re z| < e Rez+67,\ Re z dott E(e’\| Re Z\) < QHCh (A Re az) .
k=1

Or, par 1:
A2 9
ch (A Re ag) < exp 7| Re ax|” | .
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Le résultat s’en déduit.

b) Une preuve tout a fait analogue donne :

D’autre part, I'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent :

E(M) < E <6>\| Re z| A Im Z|> < \/E (62,\\ Re Z|> E (eQ/\\ Im Z|),
d’otu le résultat.

C.l.a) On a: ) )
/0 exp (A Z(w)]) dt = / exp (Ap, (1)) dt.

D’apres IV.A.3 et par périodicité de p,, il existe une partie de [0, 27] constituée d'un ou deux
segments, de mesure 1/ay,, sur laquelle |p,| est minoré par M (w)/2. Le résultat suit alors par
positivité de exp.

b) Grce a a) : )
1 ™
—E, (eM?) < E, < /O Mzl dt) .

Mais le théoreme de Fubini (qui revient dans ce cas & permuter une somme finie et une intégrale)

donne : ) 9
B, (/ exm)ldt) :/ E, (M7 at.
0 0

Or, gr.ce a la question IV.B.3.b) :

E, (e)\\Zz(wl) < 2exp ()\QZ |ak’2> .

k=1

On en déduit la majoration annoncée.

2.a) 1l existe w dans € tel que :

exp ( M (”)) < B (M)

donc tel que :
AM (w)
2

< In(4may) + XY laxl”
k=1

Le résultat suit.

b) Le résultat de a) s’applique pour tout A > 0. On l'optimise en prenant :

In(4ra,)

A=y e
> lawl?’
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et on obtient 1'inégalité de Salem-Zygmund.

(La conséquence de I'inégalité de Salem-Zygmund utilisée dans la partie V pourrait étre rem-
placée par la construction de la suite de polynomes de Rudin-Shapiro, plus élémentaire mais
n’utilisant pas d’arguments probabilistes.)

3. Prenons :

1 st keA
Y0 si kgA

et appliquons 2.b) pour obtenir w dans € tel que :

n

Z aka (w) €k

k=1

< 4y/In(dmay,) [AN{1,...,n}.

[e.9]

Puisque A est de Sidon, on a aussi :

n

Z aka(w)ek

k=1

3

K(A) z ) |apXy(w]

o k=1

n

Or Z lap Xp(w] = |AN{1,...,n}. On en déduit le résultat demandé.
k=1

Partie V

1. La question 1.B.3.b) assure que (Lj) converge uniformément vers 0 sur /.. Gr,ce au théoreme
de Cesaro, on en déduit :

1 n
ﬁZsup{\Lk(x)\, rel,} — 0.
k=1

Mais, si (t,z) € R x I, :

n

1
|un(t’x)| < EZSUPHLM@L x € ]77}’
k=1

d’ou le résultat.
2. GreeaI.LB.2, on a:

1 O D
un(t, 1) _ = Z 61{:,%61 k(k—i—l)t‘
"o
Les résultats de ITI.B.3 et I.A.2.b) montrent que A = {\/ k(k+1), ke N*} est un ensemble de

Sidon avec K (A) < 4. Il s’ensuit que sup |u(t, 1)| > 1/4. On montre de méme : sup |u, (¢, —1)| >
teER teER
1/4.

page 47



Agrégation externe de mathématiques Analyse et probabilités : corrigé Rapport du jury pour la session 2007

3.a) Ecrivons, avec I.B.1.b) :
1 &n G
vt ) = _Z k / T4Vl — 22 sm@) 46 e 2k+1)1/2

L [Tl , K
= o / -3 5k7n<(x+i\/1—x281n0> e“%“)t/?) de
™
- k=1

1 (7 |
= 5— Rn<<x+imSin0> ez@mn/g) 49

2mn

On a:
‘(:E—I—Z\/l—fEQ €9> 2’””/2) = 2% 4 (1 — 2% sin?0 < 1.

Le principe du maximum entraine, pour tout (¢,z,6) de R x [—1,1] X [—m, 7] :

‘Rn ((m +1iv1 — 22 sin 0) 2k+1)t/2>

ucR
Le résultat suit.
b) La question précédente et le choix de R, assurent :
In(4ra, 1
Vit ) eRx [-L1], (o) < 4/ 2 o (ﬂ) |
n n—-+oo \/ﬁ

I reste a montrer que (v, —u,) converge uniformément vers 0 sur [—7', 7] x [—1, 1] pour conclure.
Or :

1 .
() — _ L Sron L < i(k+1/2)t i k(k+1)t>
it ) =it = 13 hlal .
BN i(k+1/2)t in/k(k+1)t
< - e —e
n
k=1

car |Ly| est majoré par 1 sur [—1,1] gr,ce & I.B.2. Vu que ¢ + €' est 1-lipschitzienne sur R,
ona,site[-T,T]:

Gilk+1/2)t k(k+1)t

< |k 1/2) = VEGRTT)] U
< Jb+1/2- VAGHD)| T

La conclusion résulte du développement limité :

1 1 1 1
k(k+1) = ky/1+1/k = (1+ﬁ+0<k2>):k+§+0(g>.
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