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COMPOSITION DE MATHÉNAENOUES GÉNÉRALES

Durée : 6 heures

Calculatrice électronique de poche - y comprts calculatrice programmable, alphanumirigue ou à
écran graphique - à fonctionnement autonorne, non inprirnante, a,utorisée conformément ù la
ciranlaire no 99-186 d.u 16 novembre 1999.

L'usage de tout oln'rage de réfërence, de tout dictionnaire et de tout aute matériel électronique
es t rî goureus ement interdi t.

Dans Ie cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être tme erretn d'énoncé, il (eIIe) Ie signale très
lisiblement sur sa copie, propose la correctîan et poursuit l'éprewe en consëquence.

De même, si cela vous conduit àformuler une ou plusieurs hypothèses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionn er æp licit em ent.

NB z Eormîs Pen-tête déuchable, la copîc que vous rendrez ne devra, conformément au prîncipe d'anonymat,
comporter aucun signe distkctif, tel que nom, signetare, orîgine, eæ. Sî Ie tayail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d'un projet ou d'ane note, vous dewez imperatîvement vous sbstenh de
signer ou de l'identiJier.
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Notations et préliminaires

Tous les corps figurant dans le problème sont supposés commutatifs.

- N désigne I'ensemble des nombres entiers naturels
- N* désigne I'ensemble des nombres entiers naturels non nuls
- Pour tous entiers naturels a et b tels que a < b, I'ensemble [a, ôi désigne [a, b] n N
- R désigne I'ensemble des nombres réels
- R* désigne l'ensemble des nombres réels non nuls
- R+ désigne I'ensemble des nombres réels positifs
- C désigne l'ensemble des nombres complexes
- C* désigne I'eusemble des nombres complexes non nuls
- K étant un corps, on note K[X] I'ensemble des polyaômes à coefficients dans K, Krr[X] l'ensemble

des polynômes de degré < rz à coefâcients dans K, pour tout nombre entier naturel rz
- M"(K) désigne I'ensemble des matrices carrées de taille n >7 à coefficients dans K
- GL"(K) désigne I'ensemble des matrices inversibles de M"(K). Si A € GL^(K), on note .A-r son

inverse
- On dira que deux sous-espaces vectoriels V et W de I'espace vectoriel M"(K) sont conjugués s'il

existe P e GL"(K) telle que

W : p-tVp :  {p-tMp ;M eV}.

- I' désigne l'élément rinité de M"(K) .
- Pour ,4 dans M"(K) on désigne par tA la transposée de ,4., tr.A la trace de A, detA le déterminant

de.4 et P4 son polynôme caractéristique sur K c'est-àdire Pa(X) : det(,4 - XIn)
- Pour .E un K-espace vectoriel, on note g(E) I'algèbre des endomorphismes de E etfdB I'application

identité sur -8.
- Si z est un endomorphisme diagonalisable d'un K-espace vectoriet .E de dimension fi.nie, on pose

Sp(z) Ie spectre de u, c'est-à-dire I'ensemble des valeurs propres de u.
- Pour z un endomorphisme d'un K-espace vectoriel ,E de dimension finie et pour \ e Sp(u) on pose

E>,(u): Ker (u - ÀId,B) le sous-espace propre de z associé à ).

Objet du problème

Dans ce problème, on se propose d'étudier les sous-espaces vectoriels de M"(K) constitués de matrices
diagonalisables.
Plus précisément, si n est un entier 2 1 et K un corps, on note MT(n, K) I'a,frrmation suivante :
- Pour toutes matrices A et B diagonalisables dans M"(K),la propriété

(o) AetBcommutent

est équivalente à la propriété

(ô) Pour tout À e K, A + 
^B 

est diagonalisable dans M"(K).

L'un des objectifs de ce problème est de montrer que cette a,frrmation est vraie dans le cas complexe
c'est-à-dire que MT(rz, C) est vraie pour tout rz 2 1, qui est un résultat dû à Motzkin-Taussky, 1g52.

Dans toute la suite, lorsqu'il sera demandé d'étudier I'a,ffirmation MT(n, K), il faudra exa,uriner suc-
cessivement si les implications (a) + (b) et (b) + (a) sont waies.

Les parties I, II et III peuvent être traitées de manière indépendante.



Partie I

I-A : Le sens direct et le càs r?, - 2

1' soit K un corps et .E un K-espace vectoriel de dimension finie.
On considère u et u deux endomorphismes diagonalisables de .E qui commutent c'est-à-dire tels
queuoa:aou.

X. (a) Montrer que les sous-espaces propres de u sont stables par u c'est-à-dire que si F est un
sous-espace propre de u, on a u(F) c F.

(b) Montrer que u induit sur chaque sous-espace propre de u un endomorphisme diagonalisable.
(c) En déduire I'existence d'une base commune de réduétion dans .E pour les end.omorphismes

1t, et u, c'est-à-dire qu'il existe une base B de E telle que celle ci soit une base de vecteurs
propres à la fois de z et de u.

2' Plus généralement, on considère (uùw une famille d'endomorphismes diagonalisables de .8.
on suppose en outre que ces endomorphismes cornmutent deux à deux :

(V ( i ,  j )  e I2),  unouj:  uj  oy,d.

Montrer I'existence d'une base commune de réduction dans .E pour la familte (uùa c'est-à-dire
une base B de E qui est une base de vecteurs propres pour chaque endomorpiri s,me ui, i, e I.
(Indi,cati'on: on pourra raisonner par récurrerr."-.,r, ia dimension de E, en étudiant à part le
cas où (uùrcr est une famille d,homothéties.)

,*1 3. Montrer que I'implication (o) =+ (b) est vraie dans l,a,frrmation MT(n,K), pour tout entier/rY n >'J, et tout corps K.

4. Etudier I'implication (b) =+ (a) dans I'a,ffirmation MT(2, R).
5. On étudie I'implication (ô) + (a) dans I'affirmation MT(2, C).

Soit -4 et B der:x matrices diagonalisables de M2(C) satistaisant à la propriété (ô) de MT(2, C).
(a) Montrer que I'on peut se ramener au cas où B est une matrice diagonale de M2(C) avec

au moins une valeur propre nulle.
(b) En supposant que B est une matrice diagonale non nulle avec une valeur propre nulle,

démontrer I'existence d'un nombre complexe )s tel que -A * ÀoB ait une vateur propre
double.

(c) En déduire que I'implication (b) + (o) dans MT(2, C) est waie.
6' On suppose ici K : F.o: Zf pZ, où p est un nombre premier et n un nombre entier 2 1.
p (a) Montrer que A e Mn(F) est diagonalisable si et seulement si Ap : .4. à

) .. (b) Démontrer I'a,ffiry1161iso MT(n,F2).
(c) Démontrer I'a,ffirmation MT(2, Fo), dans le cas p 2 B.

(Ind'i,catton : on pourra suivre l-e même plan lue dans le cas complexe rencontré à la
question I-A-5)

I-B : Application de la réduction simultanée

1. (a) on suppose ici que K est un corps de caractéristique différente de 2.
On considère un sous-groupe multiplicatif fini G de GL^(K) où n est un entier 2 1.
On suppose que :

(VMeG), M2:In.

Montrer que G est abélien de cardinal inférieur ou égal à 22.
(b) En déduire que pour tout (n,nz) e (N-)2 les groupes multiplicatifs GL,(K) et GL*(K)

sont isomorphes si et seulement si n = m.
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2. Dans cette question, I( : C et n est un nombre entier 2 1.
On considère A et B deux matrices de M"(C) et on introduit I'endomorphisme de M"(C)

@t,n: M 
-+ 

AM + MB.

(a) En supposant que A est diagonalisable et que B:0, établir que O,4,s est diagonalisable.

(b) En supposânt A et B diagonalisables, établir que Oa,6 est diagonalisable.

(c) Démontrer Ia réciproque, c'est-à-dire que si Oa,s est diagonalisable, A et B le sont.
(Indication: On pourra utiliser la décomposition de Jordan-Dunford de,4 et B)

(d) Lorsque A et B sont diagonalisables, déterminèi les éléments propres de O4,s en fonction
de ceux de / et de tB.

3. Dans cette question, K : fÙ et on note Sz(R) I'ensemble des matrices symétriques réelles de
Mz(R).Soit V un hyperplan vectoriel de M2(È) constitué de matrices diagonalisables sur R.
On se propose de montrer que I/ est conjugué à S2(R,).

x (a) Montrer que I/ contient la matrice -[2.
(b) Montrer que V est conjugué au sous-espace vectoriel engendré par (I2,A,B) avec

A:(â S) et  B:( î  . , ) ,

où ar est uq nombre réel non nul.

(c) En déduire Ie résultat.

4. Montrer que tout espace vectoriel formé de matrices diagonalisables de Mz(R) est conjugué à
un sous-espace vectoriel de 52(R).

Partie II : Le cas n : 3

On suppose que K est un corps de ca,ractéristique nulle. On rappelle les déûnitions suivantes :

- Pour Ies polynômes de K[X]

e : iorxk et  q: iurxk
k:0 &=0

où rn et n sont deux entiers 2 7, on définit le résultant de P et Q par le déterminant de taille m I n.

a7n 0 " .  0 b" 0 . . .  0

am-L i bn-, :

R(P,Q):

0

a7n

am-! bn-t

0,o

oao

0 . . .  0 ao 0 " '  0 bo

n colonnes rn colonnes



- Pour tout P e K[X] de degré n > L de coefficient dominant o,n, on définit ie discriminant de P pa,

.  .  n(n-L)
/  1\ :

A(P):  \ - r l  '  R(P,P|) .
0,n

1.. On considère a,B et 7 trois scalaires de K. Montrer que le discriminant du polynôme

P : -X3 -l aX2 + pX +.y

-27 l'- 18 r ot p + ot2 p2 - 4r.3l + 4 p3.
YY

On pose dans M3(K)

/ *, rm2 rns \
M: 

I 
rn4 Tns m6 

|
\ rnz mB rn7 /

On suppose s distinct de 0 et L. Montrer que .
M + 

^N 
est un polynôme de degré six en À dor

On pose dans M3(K)

et on note

(a) Montrer que si

et  Q:

Pa: -X3 * aX2 *bx + c.

:0,ona:

B_

hbz
b+ bs

fi li)Q:?,2fi )

(VÀ € K),  Ps+xQ :  -X3* (a*.1)X2 + (b- (br +ô5). \ )  X + c.

(b) Montrer alors que si en plus h * bs I 0, le discriminant de Ps..14 est un polynôme de
degré quatre en À et déterminer son coefficient dominant.

Ici K : C; on se propose de démontrer l'implication (b) + (a) de l'affi.rmation MT(3, C).
Soit .4 et B der:x matrices diagonalisables de M3(C) satisfaisant à la propriété (ô) de MT(3, C) ;
on note ,V le C-espace vectoriel engendré dans ffi(C) par Ig, A et B.

(a) Montrer que ,9 est un sous-espace vectoriel de matrices diagonalisables de MtG) et que
si la dimension de ,9 est strictement inférieure à 3, les matrices A et B commutent.

(b) On suppose que la dimension de ,? est égale à 3. Montrer que I'on peut se rarnener pâr
conjugaison au câs où.4: Diag(O,0,1) et B est un projecteur de rang L.

(c) En déduire que I'implication (ô) =+ (a) de I'affi.rmation MT(3, C) est vraie.

Partie III : Le cas général dans C

III-A : Bases holomorphes
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L. Soit Os un disque ouvert de C contenant l'origine I on considère une application holomorphe
M deQo dans Mn(C), c'est-à-dire telle que chaque coefi.cient mai de M définisse une fonction
holomorphe de Oo dans C, pour (i, j) e W,nn'.
Pour tout z e O6\{0}, on note V(z) le noyau de la matrice M(z).
Démontrer l'existence d'un réel p ) 0 et d'un entier rn 2 0 tels que

(Vz € O6), (0 < l" l  < p) + (dimv(z) -  m).

(Indi,cati,on: on pourra considérer les mineurs de M(z).)

On suppose rn 2 | dans la suite.

2. Sous les hypothèseS ci-dessus et avec les mêmes notations, démontrer I'existence d'un. nombre
réel r > 0 et de rn fonctions rlrt,.'.,tft*, holomorphes sur D" : {z € Oo ; lzl < r}, à valeurs
dans C', telles que pour tout z € Dr\{0}, les vecteurs {tt(z),... ,rh*Q) engendrent V(z) et
,hQ),... ,rb*Q) sont tous non nuls.
(Ind;icati,on: on pourra commencer par trouver des vecteurs ût(r),' ' . ,ri^(") méromorphes en
z, qui engendrent V (z).)

3. Toujours avec les mêmes notations, notons Z* I'ensemble des couples (2,$) € O6 x Cn tels que
z l0 et Q e V(z), Z l'adh&ence de Z* dans Os x Cn et y(0) ( qui n'a pas encore été défini) le
sous-ensemble de Cu tel que

{0}xV(0):Zî({0}xc") .

(a) On suppose que la famille (ry'r(O),.'. ,|r^Q)) est libre. Démontrer que V(0) est un sous-
espace vectoriel de C" de dimension rn.

(b) Montrer qu'il existe une famille (r|t,... ,r!*), cornme à Ia question III-A-2 telle que la
famille (ty'r(0),.', ,r!*(0)) soit libre et en déduire que 7(0) est un sous-espâce vectoriel de
C" de dimension rn.
(Indi,cation: pa.rtant d'une famille quelconque (û,... ,S*) vérifrant III-A-2, on pourra
construire des familles (rh,..' ,rln,Ôn+t,"' ,ô^) par récurrence sur k.)

4. On considère une application holomorphe jV d'un ouvert U de C dans M"(C), un point ps de
C et un cercle I centré en po, orienté dans le sens direct.
On suppose que pour tout À €U,lamatrice N(À) est diagonalisable, que:

(VÀ € U), (Vp e r), Ir(À) - p,I" e GL"(C),

et on note ft(À, p) : (N(À) - pIn)-r.

(a) Démontrer que la formule suivante

rr(À):

définit une application holomorphe fI de [/ dans M"(C).

(b) Soit À6 un point de U; on suppose que po est I'unique valeur propre de lf(Às) entourée par
le cercle f. Démontrer que IT(Às) est la projection sur.E o(l/(Às)), le sous-espace propre
de N(À6) associé à p6, parallèlement à la somme des autres sous espaces propres de N(À6).

5. Démontrer que pour tout ) e Urla matrice II(À) est un projecteur, soûrme de projecteurs sur
des sous-espaces propres de If(À) associés à des valeurs propres entourées par f.

Partie III-B : Courbes spectrales

-* 
f,R()"p') 

d'1't'



Danscettepart ie lecorpsdebaseestK:CetDdésigneledisqueouvertuni téD:{zeC; lz l<1,} .
Soit ,4 et B deux matrices dans M"(C), pour n e N*; on pose :

(V (À, p) € C'), P(À, p) : P,q.+>,B(tù: det(A + ÀB - p,I,).

Pour À € C, le polynôme caractéristique de A * ÀB sera noté P;.
On définit I'ensemble

C :  {(À, p) e C' ;P(À, p) -  0}.

On appelle multiplicité (dans C) d'un point r : (À, p) de C,la multiplicité de la racine p du polynôme
Ps, notée d,(x).
Nous admettrons le théorème suivant qui permet de paramétrer localement I'ensemble C par des
injections'holomorphes de D dans C2 :

Quelque soit ze: (À0, p,o) eC, il existe I e N* et deux familles finies d'applications holomorphes de
D dans C; ("f")r<"<l et (g")r<o<J, qui vérifient les conditions suivantes :

( i )  (Vo € [1, ,n),  " fo(O) 
:  Ào et s"(0):  t"o

( i i )  (V z eD),(Va € [1,rn),  U"Q),s,(z))  eC
(iii) (la > 0), (V Q,, p,) e C),

( lÀ-Àol  <n, lp-pol  <ù+ ({=". [1, tn) , (JzeD),  À: f . ,e)  et  p,-  s.e))
( iv)  (Va € [1,Jn),ry Q,w) eD2),  U"Q):  f , , (w),so(z):  s,(w))+ (z:w)
(") (V (a, 0) e [1, /n'), (o f 0, (Y (z,w) € (D\{O})'?) , (foQ), s"@)) # UB@), sB@))

(vi) (vz € D\{0}), (va e [1,,n), fLQ) # o.
Nous noterons.Fi = (f.,,g.) les applications associées de D dans C2, pour tout a € [i,rn.

Remarque : la condition (ii) signifie que f!(D) c C, (iii) que I'ensemble U It(D) contient un

voisinage de a6 dans C, (iv) que chaque -FL est injective et (v) que (.F,;(D\{0t}Tf!,ç, 
"rt 

une famille
d'ensembles deux à deux disjoints. La condition (vi) est particulière à notre situation où chaque
polynôme P1 est de degré n en pl pour tout À e C.

Pour a € [1,In, I'ensemble F"(D) s'appelle une branche locale de C en 26.
Nous admettrons que la multiplicité dans C est constante dans une branche épointée, c'est-ildire
que d(z) ne dépend pas de x si a I fio et n€ F"(D) ; on la notera do, pour tout a € [1,rn.
On appellera ramification eo d'une branche F"(D) en 16 I'ordre du zéro 0 de /o - Às, qui existe
puisque /o est non constante; nous admettrons alors que pour tout À € C\{)o} sufisamment proche
de À6, le nombre de points c: (À,p) e f"(O) est exactement eo, pour tout o e [1,rn.
Enfin, nous supposerons que pour Àg € C fixé, si po et plo sont deux racines distinctes de P;o, les
branches locales de C en ro: (À0,/ro) sont disjointes des branches locales de C en r[: (,16,p'o).

1. Soit (Ib(D))"€[r,11 la famille de branches locaJes de C en un point ro: (À0, p,s) deC.
Démontrer que Ia multiplicité de rs dans C vérifie

t
d,(ns):D". ,O..

o=1

2. On suppose jusqu'à la fin du problème que .A * ÀB est diagonalisable, pour À dans C.
Soit (fl"(D))oe[r,r] Ia famille de branches locales de C en so : (À0, po) et z un point de D\{0}.
On définit l'espace vectoriel, pour o € [1,In

Vo(z) : {rb e C" ;(A+ f"(z)B)l/,: s"Q)rl,},
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et I'espace vectoriel associé I/"(0) comme en III-A-3.
Nous admettons Ia relation suivante :

I

E*o(A+ ÀoB) : I V"1O;. '

Montrer alors que la ramification eo de Po(D) 
"st 

;;;" à 1, pour tout a € [1, /n.

3. (a) ÉtaUtir l'existence de rz fonctions entières Ft : C ----> C telle que C coihcide avec la réunion
des graphes de p,;,L < z < rz.

(b) Démontrer I'existence de nombres complexes ai,bi,l < i < n, tels que

(V? € [1,nn), f tÀ e C),  ru( \ ) :at*Àb.t .

4. Notat ion:  pour ie [1,n! ,  Àe C etr)0,  fa(À,r)  désignelecercledecentre p ' i ( \ )et  derayon

(a) Démontrer I'existence de reels p) 0 et Â > 0 tel que, pour tout À € C et tout r > 0

(0<r < p)et  ( lÀl  >^) + (Yi  e [1,n]) , (Vpe l1(À,r)) ,  A+^B -pI , '  inversible.

(b) On note R(À, pr) I'inverse de .A + ),8 - p,I" lorsqu'il existe et on fixe A < r < p.
Démontrer que pour tout j € [1,n], la formule

rli,'(À) : - ** fr, r^,,rw(À, 
p') d'p'.

définit une fonction holomorphe de I'ouvert tft : {À e C ;lÀl > À} dans M"(C).

(c) Démontrer que, si en plus B est diagonalisable, chaque IIi,r(À) admet une limite dans
M"(C) lorsque lÀl tend vers I'infini, pour tout j e [1, n!.

5. On considère A et B deux matrices diagonalisables de M"(C). On suppose que .A * ÀB est
diagonalisable, pour tout À € C. Démontrer que A et B commutent.

@
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