Quadriques et classes de similitudes

Gabriel Peyré

Définition 0.1. LES FORMES QUADRATIQUES ETUDIEES On identifie R* & E = M(2,R). Le déterminant définit
sur F une forme quadratique g(A) = ad — bc, o 'on a noté A = Z Z) C’est une forme quadratique non
dégénérée de signature (2,2). L’autre forme quadratique est définie par [(A) = tr(A?) = a? + d? + 2bc. C'est une
forme quadratique non dégénérée de signature (3,1). Un autre cone important est celui des matrices impotentes,
noté Chiip. On notera C;;-lp = Cpip — {0}.

Proposition 0.1. ETUDE DE C(q) Le céne isotrope pointé C(q) — {0} de q est composé des matrices de rang
1. Un représentant de chaque classe peut étre donné par N = 8 é) ou par AP ou P = (é 8) , suivant que

la trace X\ est nulle ou pas. La matrice N correspond a la classe de similitude C;:ilp,

L’équation de Uhyperplan tangent ¢ C(q) en un point A est {X € E, tr(AX) = tr(A)tr(X)}. Cet hyperplan
coupe C(q) suivant deux plans Py(A) et Py(A). Ces deux plans se rencontrent suivant la génératrice de C(q)
issue de A.

Proposition 0.2. ETUDE DE P, ET Py, Pour X € C(q), P1(X) est constitué des matrices ayant méme noyau
que X, et Po(X) des matrices ayant méme image que X.

Définition 0.2. HYPERPLANS AFFINES On note Hy = {A € E, tr(A) = 0}, qui est un hyperplan vectoriel
de E. On note Hg I’hyperplan des matrices symétriques.
Les hyperplans affines correspondants & Hy sont les H, = {A € E, tr(A) =a}.

Proposition 0.3. ETUDE DE C(I) Pour A € C(1), Uhyperplan tangent en A a C(1) est

th=HA) ={XeFE, tr(AX)=0}.

Proposition 0.4. CONES ET HYPERPLANS Sur Hy, on al= —2q et C(q) N Ho = C(1) N Hy = Crirp.
De méme, C(q) N Hy est un vrai céne de R®. Par contre, on a C(l) N Hy = {0}.
Enfin, on a aussi C(q) NC(l) = Chitp-

Proposition 0.5. OBTENTION DES HYPERBOLOIDES
e Poura € R, H,NC(q) est un hyperboloide d une nappe.
e Pourae€R, H,NC(l) est un hyperboloide & deux nappes.

Proposition 0.6. ETUDE DE CERTAINS POLYNOMES Pour A € E on pose :
I (X) = det(A — XI5) et IIh(X) = tr((A — X15)?)

Les racines (A1, \2) de Iy et (u1,p2) de o forment un carré, les diagonales joignant les racines du méme
polynome. En particulier :
o Les racines de I sont réelles si et seulement si celles de Iy sont complexes conjuguées.



Les racines de Iy sont réelles si et seulement si celles de 11y sont complexes conjuguées.

Théoréme 0.7. ETUDE DES CLASSES DE SIMILITUDE Soit A € E une matrice de valeurs propres « et (3.

Si les valeurs propres sont réelles et distinctes, la classe de similitude de A est une hyperboloide a une
nappe.

Si les valeurs propres sont complexes conjuguées et distinctes, la classe de similitude de A est une hyper-
boloide a deur nappes.

Si les deux valeurs sont égales et la matrice non scalaire, la classe de similitude est un vrai cone de R3
privé de son sommet.

Si la matrice est scalaire, la classe de similitude est un point.
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