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Définition 0.1. DUAL D’UN GROUPE Soit G un groupe fini. Par définition, un caracteére y est un morphisme
du groupe G dans le groupe multiplicatif C*. On note G l'ensemble des caracteres, et on 'appelle le dual de G.
G est un groupe pour la multiplication des applications, i.e. pour (x1,X2) € G2 on définit

(xaxz)(@) = x1(x)x2(2).

Proposition 0.1. Soit G un groupe fini de cardinal n. Les éléments de G sont en fait les morphismes de G
dans le groupe des racines niémes de 'unité.

Définition 0.2. On note E ’ensemble des fonctions de G dans C. C’est un espace vectoriel de dimension
n = Card(G) sur C. Sur E on définit un produit scalaire hermitien, pour (f,g) € E? par la formule :

g9)=>_ f@)g(x)
geG
Ou 7 désigne le conjugué de y.
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Proposition 0.2. DANS LE CAS CYCLIQUE Soit G = Z/pZ. Soit w = e » . Tous les éléments de G sont alors
de la forme, pouri € {0,...,n—1} :
xi:G —C*
2amix

T — (wl)l’ —e »
OnaG~ é, et méme plus fort, car G forme une base orthogonale de E.

Proposition 0.3. CAS GENERAL Soit G un groupe fini commutatif. Alors G est une base orthogonale de E.
On peut le voir via la décomposition des Z-modules (i.e. des groupes abéliens) :

G=Z/;mZ x ...x7ZL]/pZ (p1,--.,pr) € (N*)"

ou alors en montrant que pour tout caractére sur un sous groupe H C G peut étre prolonger en un caractére de G,
ce qui induit la suite exacte : {1} — G/H — G — H — {1}o4 la flecche G — H est le morphisme de restriction.
Ceci montre que |G|| = || H|||G/H||, et permet de démontrer par récurrence sur |G| que |G|| = |G||.

Remarque. Tout ceci est faux dans le cas non commutatif, comme le montre ’étude du groupe symétrique S,,.
En effet, si on prend f1 = (a,b) et fo = (¢,d) deux transpositions, soit alors une permutation g dans S, telle
que : g(a) =c, g(b) =d. On a: fo = gfig~! d’otr, si on note y un caractére :

x(f2) = x(gf197") = x(9)x(f1)x(9) " = x(f1)

Donc x est constante sur les transpositions, et comme x(fZ) = x(f1)? = 1 on a x(f;) = +1 ou x(f;) = —
Pour conclure, il suffit, si on prend une permutation quelconque f dans S,, de la décomposer en produit de
transpositions, et on a donc seulement deux caracteres :

VieG, xi(f)=1 et
xa(f) = (-1



Ou e désigne la signature. La solution pour contourner ce probleme de « manque » de caractere est de consi-
dérer des représentations de notre groupe ainsi que les caractéres de ces représentations (le dual est composé

uniquement des caracteres des représentations de dimension 1).
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