Résultant et application a 1’élimination

Gabriel Peyré

Soient f(X)=Y",a; X't g(X) =i ,a;X"deux polynémes sur un corps K. Lorsque fet gpossédent un
facteur non trivial, ie. f = fihet g = g1h, I’équation :

uf +vg =0 avec deg(u) < deg(g) — 1 et deg(v) < deg(f)—1 (1)

possede les solutions u = giet v = — f;. Réciproquement, ’existence de solution nulle implique ’existence d’un
facteur commun non trivial. En projetant 1’équation sur la base canonique de K,,[X] x K, [X], lexistence
de solution non nulle est équivalente a la nullité du déterminant :

am, br,
Am—1 am bnf 1 bn
Am—1 - bn— 1
am bn
ap : Ay —1 bO . bn—l
ao bo
ao bo

Définition 0.1. Le déterminant (??) se nomme le résultant de fet get se note Resx(f,g).

Théoréme 0.1. PROPRIETES DU RESULTANT

(i) Resx(f,bo) = by, pour by € K.
(11i) Sideg(f) =m <n =deg(g), et si h est le reste de la division de g par f, on a

Resx(f,9) = al""™Resx(f,h).

(iv) Resx(f,g) =0 si et seulement si f et g ont un facteur non trivial.
(v) Si f et g s’écrivent :

f=ao(X —a1)(.. ) (X —an) (2)

g ="0bo(X — B1)(-. )(X = B,) (3)
alors on a :

Resx(f.9) = at, [ [ otes) = (-0 T[35) = bz TLTT (0= )

Remarque. Si on se place dans la cloture algébrique K de K, alors I’écriture est toujours réalisée et on peut
appliquer (v).



Proposition 0.2. GENERALISATION Le résultant est un polynome entier en les coefficient de f et g, i.e.
Resx(f,g) € Zlag, - . -, am,bo, ..., by]. Ceci permet de le calculer dans un anneau A quelconque.

Si Uanneau A est intégre et factoriel, en utilisant le théoréme précédent dans le corps de fraction Frac(A), on
garde la propriété que f et g on un facteur commun non trivial si et seulement si Resx(f,g) = 0, ce qui est
équivalent a une racine commune dans une extension algébriquement close de A.

Remarque. La proposition [0.2] nous permet de traiter le cas des polynomes en plusieurs variables, i.e. si f €
K[X1,...,X,], on utilise f € A[X,,] avec A =K[X1,...,X,,_1] qui est integre et factoriel.

On souhaite éliminer la variable X, entre deux polynémes f,g € K[X1,..., X;], notés de la fagon suivante :
f:Z:io 1X7Z‘ flEK[X177XT—1] fm?éo
9=72 09X, gi € K[X1,..., Xo1] gn #0
Définition 0.2. IDEAL D’ELIMINATION Pour f € K[Xi,...,X,], on note f(ai,...,q,;) le polynéme éva-

lué en (ov,...,0,) € K. On pose h = Resx, (f,g) € K[Xi,...,X,_1]. Soit I = (f,g). On note I, =
INK[Xy,...,Xr—1]. Clest I'idéal d’élimination. En quelque sorte, I'idéal I, contient toutes les fagons d’éli-
miner la variable X, des équations {f =0, g = 0}.

Proposition 0.3. ELIMINATION On a h € I,.. Donc si (a1,...,q,.) € K" est un zéro commun de f etg, alors
h(ag,...,ar—1) = 0. Au final, le calcul de h conduit ¢ une équation en r — 1 variables.
Théoréme 0.4. EXTENSION On suppose connu (o, ...,qp_1) € K tels que h(aq,...,a,—1) = 0. Alors, si

on n’est pas dans l'un des cas suivants :
o Vi {0,...,m}, filar,...,n_1) =0
o Vi {0,...,n}, gi(ag,...,ar—1) =0
o fm(ar,...,ar—1) =gn(ar,...,an_1) =0

il existe . € K tel que (o, ..., q,) soit un zéro commun a f et g.
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