DEVELOPPEMENT 32

As; EST LE SEUL GROUPE SIMPLE D’ORDRE 60

Proposition. — Si G est un groupe simple d’ordre 60 alors G est isomorphe o As.

Démonstration. — On considere un groupe G d’ordre 60 = 22-3-5 et on note ns le nombre de 5-Sylow
de G. Puisque nj divise 22-3 = 12 et est congru & 1 modulo 5, on a ns = 1 ou 6. Si ns = 1 alors I'unique
5-Sylow de G est distingué dans G ce qui est impossible puisque G est simple donc ngs = 6.

On note & 'ensemble des 5-Sylow de G. Les six 5-Sylow de GG sont conjugués deux a deux donc G agit
(de fagon transitive) par automorphismes intérieurs sur I’ensemble & i.e. on a un morphisme non trivial
G — S(&) ~ Sg. Comme G est simple, ce morphisme est injectif (sinon le noyau serait un sous-groupe
distingué de G) i.e. action est ﬁdie; on en déduit que G est isomorphe a un sous-groupe H de Sg.

Ce groupe H est simple d’ordre non premier (puisque c’est le cas de G) donc H n’est pas abélien or
D(H) est distingué dans H donc H = D(H). Mais le fait que H C S implique que D(H) C D(Sg) or
un commutateur de Sg est une permutation paire (car de la forme xyz~ly~!) i.e. D(Sg) C Ag et on a
donc H C Ag.

Les 5-cycles de Ag engendrent les 5-Sylow de Ag (puisque ces 5-Sylow sont de la forme Z/5Z) or ces
5-Sylow sont conjugués dans Ag. D’autre part, H contient un de ces 5-Sylow donc contient un 5-cycle.
Puisque Ag contient 024! = 144 5-cycles alors que H est d’ordre 60, c’est donc que H n’est pas distingué
dans Ag.

On note (Ag/H )y I'ensemble des classes a gauche de Ag modulo H. Alors Ag agit par translation a
gauche sur ces classes i.e. 'action est donnée par

y- (eH) = (yz) - H

et cette action induit une action de H sur (Ag/H )4 i.e. un morphisme ¢ : H — S((Ag/H)g). Supposons
que le morphisme ¢ soit trivial i.e. ¢(h) = id pour tout h € H, on a alors h-(xH) = xH pour tout h € H
et tout € Ag. La relation h - (vH) = xH signifie que (ha)H = zH i.e. hx € H d’ou xHz~! = h.
On a donc zHx~' = H pour tout x € Ag ce qui est impossible puisque H n’est pas distingué dans
Ag. Puisque H est simple et puisque le morphisme ¢ n’est pas trivial, le noyau de ¢ est réduit a 1g
i.e. Paction est fidele donc H ~ ¢(H).

Notons que h - H = H pour tout h € H i.e. toute permutation o, € ¢(H) admet H pour point fixe.
Comme S((A¢/H)g) =~ Sg (car H et Ag sont respectivement d’ordre 60 et 360), ¢(H) est isomorphe &
un sous-groupe de Sg dont les éléments ont un point fixe en commun donc ¢(H) est isomorphe a un
sous-groupe de Ss.

Il découle de ce qui précede que G est isomorphe a un sous-groupe de Ss. Mais G est d’ordre 60 donc
est un sous-groupe d’indice 2 de S5 i.e. G ~ As. O
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Compléments

Autre démonstration. —
Soit G un groupe simple d’ordre 60 = 22 - 3 - 5 dont on note respectivement ng, n3 et ns le nombre des

2-

Sylow, 3-Sylow et 5-Sylow ; on veut montrer que ny = 5.

On sait que ns divise 22 -3 = 12 et est congru & 1 modulo 5 donc n5 = 1 ou 6. Si n5 = 1 alors
I'unique 5-Sylow est un sous-groupe distingué de G ce qui est impossible puisque G est simple donc
ns = 6. Notons que ces 5-Sylow sont engendrés par chacun de leurs éléments non nuls, il en résulte
que l'intersection de deux 5-Sylow distincts est triviale donc qu’il y a 24 = 4 x 6 éléments d’ordre 5
dans G.

On sait que n3 divise 22 - 5 = 20 et est congru & 1 modulo 3 donc n3 = 1,4 ou 10.

— Si ng =1 alors I'unique 3-Sylow est un sous-groupe distingué de G ce qui est impossible puisque
G est simple.

— Si ng = 4 alors les quatre 3-Sylow de G sont conjugués deux & deux donc G agit (de fagon
transitive) par automorphismes intérieurs sur I’ensemble &3 des 3-Sylow de G ; comme &3 est de
cardinal 4, on a donc un morphisme non trivial G — Sy qui est injectif puisque G est simple
(sinon le noyau serait un sous-groupe distingué de G) i.e. G est isomorphe a un sous-groupe de
Sy ce qui est impossible puisque |G| = 60 alors que |Sy| = 24.

On a donc ng = 10. Notons que ces 3-Sylow sont engendrés par chacun de leurs éléments non nuls, il
en résulte que l'intersection de deux 3-Sylow distincts est triviale donc qu’il y a 20 = 2 x 10 éléments
d’ordre 3 dans G.

On sait que n9 divise 3 -5 = 15 et est congru a 1 modulo 2 donc ny = 1,3,5 ou 15.

— Si ng = 1 alors 'unique 2-Sylow est un sous-groupe distingué de G ce qui est impossible puisque
G est simple.

— Sing = 3 alors les trois 2-Sylow de G sont conjugués deux a deux donc G agit (de fagon transitive)
par automorphismes intérieurs sur ’ensemble & des 2-Sylow de G ; comme &; est de cardinal
3, on a donc un morphisme non trivial G — S35 qui est injectif puisque G est simple i.e. G est
isomorphe & un sous-groupe de S3 ce qui est impossible puisque |G| = 60 alors que |S3| = 6.

— Supposons que ny = 15, puisque G contient 20 éléments d’ordre 3 et 24 éléments d’ordre 5, G ne
peut pas contenir plus de 15 éléments d’ordre 2 ou 4, il en résulte que les 2-Sylow ne sont pas
distincts i.e. il existe deux 2-Sylow S et S’ d’intersection non triviale. On note I' le sous-groupe
de G engendré par S et S’ : son ordre divise 60, est un multiple de 4 (puisque I' contient le
2-Sylow S) et est strictement supérieur a 4 (puisque I' contient deux 2-Sylow distincts). L’ordre
de I' est donc 12,20 ou 60.

o Supposons que I' = G alors, si on note S NS = {1,u}, I'édlément u commute avec tous les
éléments de G i.e. SN S est un sous-groupe distingué de G' ce qui est impossible puisque G
est simple.

o Si |T'| = 20 alors le nombre de 5-Sylow de I" divise 4 et est congru & 1 modulo 5 donc I" admet
un unique 5-Sylow H qui est donc distingué dans I'. Pour tout ¢ € I', on a donc gHg™' = H et
il s’ensuit que I' est contenu dans le normalisateur Ng(H) de H dans G. Considérons I'action
de G par conjugaison sur ’ensemble des parties de G alors 'orbite de H est ’ensemble des
5-Sylow de G donc est de cardinal 6 et le stabilisateur de H est Ng(H ), par conséquent, N (H)
est d’ordre % = 10. Cela contredit le fait que Ng(H) contienne I

o Si |I'| = 12 = 223 alors on note respectivement ms et ms les nombres de 2-Sylow et de 3-Sylow
de I'. On sait que mg divise 4 et est congru a 1 modulo 3 donc m3 = 1 ou 4; de méme, mo
divise 3 et est congru a 1 modulo 2 donc ms = 1 ou 3. Puisque I' contient S et S’ qui sont
deux 2-Sylow, on a my = 3 et on note S” le troiseme 2-Sylow. Si on note S NS’ = {1,u} alors
I’élément u commute avec tous les éléments de I" or S et S” sont conjugués donc u € S”. Les
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éléments non nuls de I" sont d’ordre 2,3 ou 4; comme il y a 2 (si m3 = 1) ou 8 (si mg = 4)
éléments d’ordre 3, il y a donc 9 ou 3 éléments d’ordre 2 ou 4. Mais les éléments de I d’ordre
2 ou 4 sont les éléments non nuls de SUS" U S” i.e. (puisque uNSNS' NS")ilyenaT7eton
a donc une contradiction.
Il en résulte que ny = 5.

Le groupe G agit (transitivement) par conjugaison sur l’ensemble des cingq 2-Sylow de G, on a donc

un morphisme de G dans Sy qui est injectif puisque G est simple. Ainsi, G est isomorphe & un groupe

d’indice 2 dans S5 i.e. G >~ As.

Simplicité de A, pour n > 5. —

Lemme. — Soit v = (i1 --- ix) un k-cycle et o € Sy, alors oyo~t = (0(i1) -+ o(ix)) et tout k-cycle
est un conjugué de .

Démonstration. — Notons v/ = (o(iy) ---o(ix)) et A = {i1,...,ix}, on note de plus i1 = 1. Soit
pe{l,...,n} alors

st p=0(ij) alors oyo~ ! (p) = 0y(ij) = 0(ij41) =7 (o (i)

— sinon 0~ 1(p) ¢ A donc oyo~(p) = oy (p) = p

d’'ott oyo~! = 7’7. Considérons maintenant un k-cycle p = (j1 -+ jx) et B = {j1,...,jx}. Les
complémentaires A de A et B de B ont méme cardinal n — k donc il existe une bijection o de A
sur B ; on pose de plus o(i,) = j, pour 1 <r <nalors 0 €S, et on a oyo ! = p. O

Lemme. — Sin > 3 alors A, est engendré par les cycles (i i+ 1 i+ 2) pour 1 <i<n-+2. ‘

Démonstration. — Les transpositions (i ¢ + 1) engendrent S,, donc les produits d’un nombre pair de
transpositions du type (i i+ 1) engendrent A, . Il s’agit de montrer que tout produit o = (¢ i4+1)(j j+1)
est dans le sous-groupe H de S, engendré par les cycles (i i + 1 i 4+ 2). Considérons un tel élément
o= (ii+1)(jj+1) avec (quitte & considérer o~ !) i < j et raisonnons par récurrence sur l'entier
k=j—1:

~sik=0alorso=(ii+1)(ii+1)=ide H
—sik=1lalorso=(ii+1)(i+1i+2)=0G(i+1i+2)€e H

— on suppose le résultat vrai au rang k — 1 alors

o=0Gi+1D)0+1i+2)(i+1i+2)GJj+)=0Gi+1i+2)i+1i+2)(jj+1)
et 'hypothese de récurrence donne (i +1i+2)(j j+1) € H,dou o € H.

On a donc bien H = A,,. O
’Lemme. — Les double-transpositions sont conjuguées dans As. ‘
Démonstration. — Soit 7 = (a b)(c d)(e) et 7/ = (a' b')(¢' d')(e) et o un élément de A,, tel que o(a) = d/,
o(b) =V et o(e) = € alors o({c;d}) = {c;d} et on a 7/ = o707 L. O

Dans ce qui suit, on considere un entier n > 5.

’Lemme. — Les 3-cycles sont conjugués dans A,. ‘

Démonstration. — Considérons un 3-cycle v = (1 2 3) alors il existe o € S,, tel que oyo™" =

(1
o ¢ Ay alors (45)0 € Ay, et ((45)0)y((45)0)™! = (4 5)oyo~1(45) = (45)(123)(45) = ( 23

2 3). Si
3). O

’Proposition. — A, est simple. ‘
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Démonstration sans les théoremes de Sylow. — On consideére un sous-groupe distingué H de A,, avec
H # {id}. 1l existe donc 0 € H et k € {1,...,n} tels que o(k) # k. On note { = o(k), on choisit
m € {1,...,n} \ {k,£,0(0)} et on pose v = (k m £) et p = [0,7] = oyo~1y7L. On a 0 € H donc
ol € H or H est distingué dans A, donc yo~'y~! € H et il s’ensuit que p € H.
On a 0y(¢) = (k) = ¢ mais, d’autre part, m # o(¢) et 7 est injectif donc £ = v(m) # vyo(¢£). On a donc
oy # o i.e. p #id.
Puisque ¢ = o(k), 'ensemble X = {k,¢,m,o(k ) ( ),o(m)} a au plus 5 éléments. Soit a ¢ X alors
v Ha) =aet o7 (a) ¢ {k,£,m} donc yo~'(a) = 07 '(a) et on a donc

pla) = oyo 'y (a) = Uva’l(a) =00 () =a
i.e. p laisse fixes au moins n — 5 points.
Si I’on décompose p en cycles disjoints alors ces cycles sont a support dans X donc p est soit un 3-cycle,

soit un 5-cycle, soit un produit de deux transpositions i.e. p est de l'une des formes p; = (z y 2),
p2=(xyztw)oups=(xy)(zt). Dans les deux premiers cas, on pose 7 = (z y) alors

[m pl = (@ y)p(x y) o= (zy)(p() p(y) = (= y)(y p(y) = (z y p(y))

et dans le troisieme cas, on choisit w ¢ {x,y, z,t} et on pose 7 = (z w) alors

[ p) = (& w)ps(z w) " p3 = (x w)(p3(x) p3(w)) = (x w)(y w) = (z w y).
Dans tous les cas, on a bien montré que H contient un 3-cycle.

Les 3-cycles sont conjugués dans A, or H est un sous-groupe distingué de A,, qui contient un 3-cycle
donc H contient le sous-groupe de S, engendré par les 3-cycles i.e. H = A,,. O

Démonstration pour n = 5. — Ajg contient I'identité, 15 double-transpositions, 20 3-cycles et 24 5-cycles
or les double-transpositions sont conjuguées dans A5, de méme que les 3-cycles donc si un sous-groupe
distingué H de As contient une double-transposition alors il les contient toutes, de méme pour les 3-
cycles; en raisonnant sur les 5-Sylow, on voit que si H contient un 5-cycles alors il les contient tous. En
comptant les éléments de H, on vérifie que H = {id} ou As. O

Corollaire. — D(A,) = D(S,) = A,

Démonstration. — C’est clair puisque D(A,) C D(S,) C A, avec A,, simple non abélien. On peut le
montrer directement en remarquant que o = (a b ¢) et o sont deux 3-cycles donc sont conjugués dans
A, i.e. il existe p € A, tel que 0? = pop~! i.e. 0 = pop~to! ce qui signifie que tout 3-cycle est un

commutateur de A, et le résultat découle alors du fait que les 3-cycles engendrent A,,. ]

“Trous” dans la démonstration. —

Lemme. — D(G) est un sous-groupe distingué de G.

Démonstration. — Soit z € G et [z,y] un générateur de D(G). Alors

2z, Y]zt = 2(zyr Ty = zrr T ey e e ey T T = [ 2y
O
Lemme. — A, est le seul sous-groupe d’indice 2 de S,,. ‘
Démonstration. — Si H est un sous-groupe d’indice 2 de &, alors H est distingué dans S,, et on a donc

une surjection canonique 7 : S, — S,/H et un isomorphisme ¢ : S,/H — {£1}. Alors § = wo
est un morphisme surjectif de S, sur {+1}. Puisque les transpositions engendrent S,, et puisque 6 est
surjective, il existe une transposition 7 telle que 6(7) = —1. Soit 7’ une autre transposition alors il
existe o € S, telle que 7/ = oo~ d'ott (1) = 0(0)0(7)0(c) ™! = 6(7) = —1. Ainsi, pour tout p € Sy,
0(p) = (—1)* o k est le nombre de termes apparaissant dans une décomposition de p en produit de
transpositions i.e. § = €. Donc A, est exactement le noyau de 0 i.e. A, = H. O
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