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Voici trois démonstrations d’'un théoréme de R. Brauer. Elles sont tout-a-fait dans le programme et
dans I'esprit de I'agrégation, et peuvent étre proposées comme développement dans plusieurs legons,
en particulier dans :

— dénombrements,

— groupe opérant sur un ensemble,
— groupe symeétrique,

— sous-groupes du groupe linéaire,
— matrices semblables,

— déterminant.

THEOREME. — So0itK un corps. Pour toute permutatian S, on noteP(o) 00 GL ,(K) la matrice
associée a la permutation de la base canoniquék8ePour que deux permutatiors et T soient
conjuguées dans le groupe symétridgggl faut et il suffit queP(o) et P(T) soient conjuguées dans le
groupe linéaireGL (K), c’est-a-dire que ces matrices soient semblablesKur

Les deux premieres démonstrations utilisent des égalités entre des invariants linéaires (trace,
déterminant), lesquels sont des éléments du corps de base; elles ne permettent pas de conclure
en caractéristique positive. La derniére, un peu plus détournée, utilismémsionde sous-espaces
invariants; elle est valable en toute caractéristique.

Remarques :1) Soitk le sous-corps premier de K (ce corps est donc édalau aFp). Sion
considere la matrice de permutatiof@lPcomme un élément deL ,(K), ce dernier est en fait dans
le sous-group&L (K); par suite ses invariants de similitudes sont des polynémes a coefficients
dansk[X]. Ainsi, la similitude de Bo) et de Rt) dansGL (K) équivaut a leur similitude dans
GL(K), puisque I'égalité dans K] de polyndmes dk[X], entraine leur égalité dakfX].

2) La matrice M de changement de base qui ass(me=PM 1P(c)M peut trés bien ne pas étre

une matrice de permutation (c’est le but du théoréme d’assurer qu’on peut la choisir telle), méme

siK =F; ={0,1}. Si par exemple on note ¥ (2 (1)) la matrice de la transposition daR$et

| la matrice de l'identité, on peut vérifier que daBk 4(F2) on a
(6 7)=(0 (o Do 1)

Ou dansGL3(Q) :

1 00 11 0\'/0 1 0\/1 10
00 1)l=(1 0 1 1001 0 1
010 01 1 0 0 1/\o0 1 1

La condition est clairement nécessaire. Réciproquement, on suppose qu'il existe une matrice
M O GL,(K) telle que

D P(t) = M~*P(0)M .
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Pour que deux permutations soient conjuguées, il faut et il suffit que leurs décompositions en produits
de cycles a supports disjoints comportent le méme nombre de cycles de chaque longueur : en notant
o = (ag,ap,...,a) etT = (b, by, ..., bx) deux cycles de longuelk; toute permutatiom telle que
p(b) = & vérifiet = p~top.

Notantcg(o) le nombre de cycles de longugudans la décomposition d& on se rameéne ainsi a
montrer que pour tout entiér= 1 on a

2 ck(0) = ¢ (1) .

Il suffit évidemment de considérer l&gnférieurs ou égaux a. Les trois démonstrations suivantes
établissent en fait I'égalité de combinaisons linéaires @gies: coefficients dans K pour les deux

premiéres et dan® (et méme dang) pour la derniére. Linversibilité de la matrice des coefficients
permet alors de conclure.

Premiére démonstration(on suppose que K est de caractéristique nulle).
L'égalité (1) implique que les deux matrices ont le méme polyndme caractéristique. La mdtijce P
est le tableau diagonal des matrices des cycles a supports disjoints de la décompositi@r te
polynéme caractéristique d’un cycle de longukeest - 1. L’hypothése se traduit donc par I'égalité
suivante entre polynémes a coefficients dans K :

(3) |‘|(Tk - 1)Ck(0) - I—l(Tk _ 1)Ck(T).
k K

Soit { une racine de l'unité d’ordren (dans une cl6ture algébrique de K). Comme K est de
caractéristique nulle, les polynéme$ 1 sont a racines simples et, par suite, la multiplicité de
{ dans T -1 est 1 sitk = 1, c’est-a-dire 1 sin divisek, et 0 sinon. L'égalité (3) entraine donc la
propriété suivante, pour tout =1 :

4 3 (0) = 3 (1) .
mlk mlk

Les égalités (2) découlent alors du lemme suivant.

LEMME 1. — SoientE un ensemble muni d’un ordre notéyy et f,g : E — Z deux applications
a support fini et vérifiant la propriété suivante : pour toufh& on a

) YTy =3 ay).
X<y X<y

Alors f = g.

Commef etgsont a support fini, 'ensemble[E E des points ot etg different est fini. S’il n’était
pas vide, 'ensemble F posséderait un élément maxinfalisqu’il est fini); mais la condition (5)
conduirait alors & une contradiction.

Une autre fagon de montrer I'égalité des vecteurs colonneg &)k : noter A la matrice définie

ainsi : o
ai :{l Sij divisei,
J 0 sinon.

Elle est triangulaire inférieure, parce qug sii, j ne peut diviser. De plus, ona; =1 etA=1+N
ou N est une matrice triangulaire inférieure a diagonale nulle, donc vériffast N La matrice A
est donc de déterminant 1, et inversible d’'inversé Al — N + N? + (I (-1)"N"1, & coefficients
entiers (on peut aussi calculer’»au moyen de la formule d’inversion de Mcebius).



Or les égalitég4) ci-dessus se traduisent, paur=1, ... ,n par

C(o)'.A=C(1)'.A dou C(o) = C(1).

Deuxieéme démonstration(on suppose toujours K de caractéristique nulle).
L'égalité (1) entraine que pour tout entraron a

(6) P™ = M7P@™M,

et par suite, que
Tr(t™) = Tr(a™).

Or la trace d’une matrice de permutation est un élérdartorps de baségal au nombre de 1 sur la
diagonale de la matrice relativement a la base permutée, i.e. au nombre d'éléments de cette base que
la permutation laisse invariants. Pour le calculer, on utilise le lemme suivant.

LEMME 2. — Sipestun cycle de longueur k, alop8' est le produit de d cycles a supports disjoints
de longueur K ou d= pgcdk, m).

La conclusion devrait étre claire lorsqmeest un diviseur dé&. Si elle ne I'est pas, écrirgsous la
forme(l,2,...,k) et constater qup™ est le produit dem cycles

@,m+12m+1,.. . k-m+1)(2,m+2, ..., k—m+2) dI{m,2m,...,K).

Passons tnquelconque : gl = pgcdk, m) les permutationp™ etp® engendrent le méme sous-groupe
deS,. En effet, commael divisem, p™ = (p9)™d. D’autre part, I'identité de Bezout s’écdt= ma+ kb,

doncp® = (p™?2. Enfin les orbites, vues comme les parties stables minimales, dépendent du groupe et
non du choix de ses générateurs.

En appliquant ce lemme, on voit que le nombre de points fixes (orbites de lorigdeut) dep™
est égal & sik divisem, et a zéro sinon. L'égalité des traces implique donc que pour tout emtek
on a, dans K :

> k() = ¥ ka(0) -
klm kjm

Le lemme 1, mais appliqué cette fois-ci a I'ordre opposé a la divisibilité, donne les égalités
ka(1) = k(o). Comme K est de caractéristique nulle, on obtient I'égalité des ewtiers

Autre facon de terminer la démonstration : noter [kg)x le vecteur colonne ddgx et constater
que les égalités ci-dessus, pour 1, ..., n s’écrivent, avec la matrice A inversible définie plus haut :

AD(t)=AD(c) dou D(1t) =D(0)

et on termine comme ci-dessus lorsque K est de caractéristique nulle.

Remarque : Sur un ensemble @éléments avep premier, un cycle de longuepret I'application
identique ont pour polynémes caractéristiqués-T et(T — 1)P respectivement. Ces polynémes sont
€gaux en caractéristiqueet ne permettent donc pas de distinguer le cycle de I'application identique.

Troisieme démonstration(K quelconque)
Posons \= K". Un élément/ = (v4, ..., V,) O V estinvariant sous une permutatipril S, lorsque ses
coordonnées verifient les relations= vy c'est-a-dire si elles sont constantes sur les orbiteg;de
par suite, dim(VP) est égal au nombre d’orbites gey compris celles réduites a un point (il s’agit
ici d’'un «vrai» entier, un élément dé). Pour exprimer le nombre d’orbites @& en fonction des
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ck(o), on utilise de nouveau le lemme 2 : chaque cycle de longkeomposant se décompose en
pgcdk, m) cycles dan®™. Par suite, le nombre d’orbites d& estZy pgcdk, m)ck(o). Les égalités
(6) impliquent donc, pour tout entien [0 N,

3 pgedk, mc(o) = 5 pgedk, m)c(D).

La conclusion suit de l'inversibilité de la matrice des pgcd. Celle-ci est classique :

LEMME (Déterminant de Smith) . —SoitSla matrice nx n dont le terme d’indicé, j) estpgcdi, j).
Alors

de(S) = ¢(1)¢(2) [IIH(n)

ol ¢ est la fonction indicatrice d’'Euler ¢(n) est le nombre d’entiers inférieurs a n et premiers avec
lui.

Notons® la matrice diagonale de term@g1), ¢(2), ..., $(n)). En utilisant larelatiolqpm ¢(d) = m,
on vérifie immédiatement I'égalité suivante :

ADA' =S,

ou A est encore la matrice de la divisibilité définie plus haut; et on a déja vu que=d#t Agfd.
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