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Jacobien des polynomes symétriques élémentaires

J-C. Raoult

Un petit exercice de calcul de déterminant lié aux fonctions symétriques
élémentaires des racines d’un polynéme. Il peut donc figurer comme exemple
dans les lecons d’algebre sur les déterminants et applications, sur les polynomes
symétriques élémentaires, et sur les relations entre coefficients et racines d’un
polyndéme.

On y démontre la proposition suivante.

Proposition. Le jacobien de Uapplication (x1,...,2,) — (01,...,0,) 0t 0; est
le i-ieme polynéme symétrique élémentaire en les x; vaut Hi<j($i — x;), soit
(—1)"=1/2 fois le déterminant de Vandermonde des ;.

Etant donné un ensemble X , on note C% l’ensemble des parties de X a
n éléments. Le polynome symétrique élémentaire de degré i en les variables
{z1,...,2,} = X est défini par
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Trions les parties P selon qu’elles contiennent x; ou non. On obtient le lemme:

Lemme. Notons ai(j) le polynome symétrique élémentaire de degré i en les

variables x1,...,%j-1, Tjt1,..., %y (T; exclu). Ce polynéme vérifie

g; = xjo'l@l + agj) .
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Par conséquent 8—1 = az(j_ )1 et le jacobien correspondant vaut
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La premiere ligne est faite de 1. Pour calculer ce déterminant, soustrayons la
dernieére colonne des colonnes 1 a n — 1. Le coefficient en i-ieme ligne et j-ieme
colonne vaut, en utilisant le lemme,

oy = maoli o) (ayol) o)

= (zn— xj)ol(]j;)

en notant agj " e polynome symétrique élémentaire de degré ¢ sur les n variables
sauf z; et z,,. Par conséquent on peut mettre (z, —z;) en facteur dans la j-ieme
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colonne, sortir tous ces facteurs, développer par rapport & la premiere ligne, et
on obtient

Jn = [(—1)”‘1 I (@ - xj)] Jno1 = (=1) [ — ;) = [J(x: — )

1<j<n i>j i<j

n(n—1)
2

C’est le déterminant de Vandermonde des z;, au signe pres, cqfd.
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colonnes i et j du déterminant sont alors égales, et ¢a implique que [ ], j(a:i —x;)
est un facteur du déterminant. Une inspection des degrés (n(n — 1)/2) montre
que le quotient est une constante. On la trouve en cherchant obtenir le monéme
x?71m§72 ...Zp—1 en choisissant un coefficient dans chaque ligne (et chaque
colonne).

C’est clair pour le coefficient de derniere ligne: il ne doit pas contenir x,;
c’est donc le dernier: x1...xz,_1. Il reste alors :1:{“21:3_3 ...Tn_2 & produire.

Par hypothése de récurrence, en ligne n — ¢ on doit prendre un coeffi-
cient en colonne j < n — i et ce coefficient doit contenir un monoéme divisant
x?il*ix;’*%i coip_1—4. Cest doncm = x125...2,_1_;. Or dans la colonne j

ne figure pas z;. Il faut donc prendre j > n —1—1i. Seule possibilité: j =n —1.

Deuxiéme démonstration: On constate d’abord que siz; = x;; les

n—2—1i,n—3—1

Il reste a produire x T ...Xp_o_;, €t on se restreint aux colonnes de
1 2 )
lan—1i—1.
On trouve ainsi 27 2272 ... x,_1 en faisant le produit des coefficients fig-
1 2

urant sur la diagonale principale, cqfd.

Une troisieme démonstration — M. Coste

Tout se passe dans 'anneau R = Z[zi,...,2,]. On y a les polynoémes
symétriques élémentaires o;, les sommes de puissances S; = Z?:l xj, leurs

dérivées partielles par rapport aux z; et les formules de Newton (voir par ex-
emple Gourdon, Algebre, p. 81)

Sy = (fl)kflkak + Z (—l)iflsk_mi pour 1 <k <n.

1<i<k
On en tire
8Sk k—1 80’k i—1 8Sk_i (90’1'
- =(1 Y -1) i —i ;
Oz, (=D)"k Oz, + 1;<k( ) O0x; 7i+ Sk Oz,

et donc par récurrence immédiate sur k le vecteur des dérivées partielles de
Sy, est égal a (—1)*~1k fois le vecteur des dérivées partielles de oy, plus une
combinaison linéaire a coefficients dans R des vecteurs des dérivées partielles
des o; pour 1 < i < k. Le déterminant jacobien des sommes de puissances vaut
donc (—1)*(=1/2p! fois le déterminant jacobien des polynoémes symétriques
élémentaires. Par ailleurs un calcul direct montre que le déterminant jacobien
des sommes de puissances vaut n! fois le déterminant de Vandermonde. On
peut sans scrupule diviser par n!, puisqu’on travaille dans 'anneau integre R.
Donc, le déterminant jacobien des polyndémes symétriques élémentaires vaut
(—1)™"=1/2 fois le déterminant de Vandermonde.





