Groupe des isométries laissant globalement invariant un tétraédre régulier

Par CHAIRA Karim

Le but de ce théme est d’essayer de donner un modéle sur le groupe des isométries laissant globalement invariant
un tétraedre régulier, afin que les éléves des classes préparatoires puissent assimiler les notions suivantes : isométries d’'un
espace affine euclidien dans lui méme , homomorphismes algsegret groupes des permutations ; et reconnaitre en détails
toutes les isométries possibles laissant globalement invariant un tétraédre régulier.

On désigne par ABCD un tétraédre régulier d'un espace affine euclidien E de dimension trois, paugeleles
isométries laissant globalement invariant le tétraédre ABCD, fdanSemble des permutations des quatre points A, B, C, D
de E et par T I'ensemble {A,B,C,D}.

I- Isomorphisme des groupes (G, 0) et {S0):

1- Remarques :

. L’'ensemble des permutationg iBuni de la loi de composition «o », est un groupe.

. Le nombre d’éléments de &st 4! = 24,

. L’'ensemble G est non vide car I'application identit¢agpartient a G.

. Soit O le centre de gravité du tétraédre ABCD,[3i3 alors f(O) = O.

.SifO G alors T = {f(A), f(B), f(C), f(D)}.

. Si fO G telle que f(M) = M pour tout NI T, alors f est I'application identité de E.

En effet, on suppose qu'il existeME tel que f(N} N. Les points A, B, C et D appartiennent au plan

médiateur du segment [Mf(M)] , car AM = Af(M) , BM = Bf(M) et DM = Df(M) ; absurde.

2- (G, o) isomorphe au groupe (S, 0):
On considere la relation suivante :
¢ : (G,O)—» (S4, O)
f - ¢(f) ou ¢(f)(M) = f(M) pour tout MO T.
2.1- ¢ est un homomorphisme injectif :
. ¢ est bien définie, car si (f,g) G2 tel qued(f) # ¢(g), il existe MOT tel que f(M) # g(M), donc f£ g.
. & est un homomorphisme de (G, 0) dans,(, car si (f,g0 G2et MO T :
[9(f) 0 d(IM) = (D[ $(9)(M)] = ¢(Alg(M)] = f [g(M)] =(fog)(M) = ¢ (fog)(M). Donco (f) 0 ¢ (9) =¢ (fog).
. ¢ estinjective, car silfl G tel quep(f) = idy, alorsd(f)(M) = M pour tout MO T c’est-a-dire f(M) = M pour tout
M OT. Donc f=ig

2.2-¢ est surjective de G vers S

lére étape: Chaque permutation de, 8st composée de transpositions.  (par définition : une transposition est une
permutation de Squi échange deux éléments de T et laisse les autres fixes). En effeyrséiément de S
. SiT = idy alorst = 1; 0 T; ouT; désigne la transposition qui échange les éléments distincts i et j de T et laisse les autres
fixes.
. SiT est une transposition, alors il existe deux éléments distincts i et j de T tels gue
. SiT est une permutation laissant un seul élément de T fixe, alors il existe quatre éléments i, j, k et | de T distincts deux a
deux tels que t(i) =j, 1) =k, t(k) =iett () = | . Donct = T; O Tj.
. SiT échange les quatre éléments de T deux a deux c'est-a-difig = j, 1(j) =i, 1(k) = | ett () = k, alorst =750 1y.
. SiT échange les quatre éléments de T successivement c’est-aflirej, 1(j) = k, ©(k) = | et1(l) =i, alors
T =Tj 0Tk 0Ty
2éme étape Soitt une transposition telle quéC) = D,1(D) = C,1(A) = A et T (B) = B. Soit f la symétrie orthogonale par
rapport au plan médiateur du segment [C D].
Les sommets A et B du tétraedre, appartiennent a ce plan, car le tétraédre ABCD est régulier. Donc f(A) = A, f(B) = B, f(C) =
D et f(D) = C, et par suit¢(f) = 1. On procéde de la méme fagon pour les autres transpositions.
3eme étape D’apres la premiére étape, chaque permutation, @st$a composée des transpositions. T ou
k0{1,2,3} : T=140...01. D’aprés la deuxieme étape, pour chaque transposijt{ars i < k) il existe un élément fle G tel
qued(f) =1;. Donc ¢=T140...04 = ¢ (f)o...ab (f) = (f;0...0%) = ¢ (f) ou f = fio0...0f est un élément de G.
D’ou ¢ est surjective de G vers.S

3- Conclusion :

(G, o) estisomorphe au groupeg (8) , donc (G, o) est un groupe et card (G) = 24.

II- Nature des éléments de G :




Soient | et J les milieux des segments [AB] et [CD] respectivement.
La droite (I J) est la perpendiculaire commune des droites (AB) et (CD), et le centre de gravité O est le milieu du segment
[I J], car le tétraédre ABCD est régulier.
Soit O, le centre de gravité du triangle BCD, la droite ¢AEst perpendiculaire au plan (BCD) et contient le centre O.
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1- Les isométries de G qui laissent trois sommets fixes :

Ces isométries sont associées aux permutationg dai $aissent trois éléments de T fixes. Or, il n'y a
qu’une seule permutation laissant fixes trois éléments de T, c’est I'application identidénd la seule isométrie de G qui
laissent trois sommets fixes, est I'application identité de E.

2- Les isométries de G gui laissent deux sommets fixes (et échange les deux autres sommets) :
Ces isométries sont associées aux transpositiong tley& G2 = 6 transpositions de;SEn posanttyy
la transposition qui échange deux points M et N de T, les transpositionssdat&g, Tac, Tap, Tec: Tap €t Tep. Donc les
isométries de G associées a ces transpositions, sont les symétries orthogonales par rapport aux plans médiateurs des segments
[AB], [AC], [AD], [BC], [BD] et [CD] respectivement.
3- Les isométries de G qui laissent un seul sommet fixe :
Ces isométries sont associées aux permutationggle gissent un seul élément de T fixe.
Chaque permutation laissant fixe un seul élément de T, est la composée de deux transpositions différentes.
On considere par exemple la permutatiotelle quec (A) = A, alorsg = Tgc 0 Tgp OU T = Tgp O Tac (ON peut vérifier que
Tac OTep =TepOTpc = Tcp OTee €t Tgp O Tee = Tec O Tep = Tep O Tep).
Donc l'isométrie de G associe a la permutatiprest la composée de deux symétrie orthogonales par rapport aux plans

médiateurs des segments [BC] et [BD]. Ces deux plans se rencontrent suivant la droite (OA).
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M- M-
Ainsi I'isométrie associée &p 0 Tgc est la rotation d’axe (OA) et d’angl®,B, O,C, et I'isométrie associéetgc 0 Tgp est
M- M- M- M-

la rotation d’axe (OA) et d'angle 0,C 0 Bou QB Q C= +2r/3 [2r1.

O

M- -
. On note par r( (OA) Q) la rotation d’axe (OA) et d’anglé = OB, O;C[2r] .r(A)=A, r(B)=C,r(C)=D, r(D) =B et

r(ABCD) = ABCD.




De la méme maniére on obtient les deux rotations de méme axe (OB) et d’avgjles 2

-2173 qui laissent le sommet B fixe.

Et les deux rotations de méme axe (OC) et d’angi3 223 qui laissent le sommet C fixe. Et les deux rotations de méme
axe (OD) et d'anglest#3 , -273 qui laissent le sommet D fixe.

Ainsi, il y a huit rotations laissant globalement invariant le tétraédre ABCD.

4- Les isométries de G qui échangent les sommets de tétraédre ABCD deux a deux

Ces isométries sont associées aux permutations gié &changent les éléments de T deux a deux.
Ces permutations sonig 0 Tcp, Tac O Tap, Tac 0 Tag. (ON peut vérifier queag 0 Tcp=TepOTag , Tac 0 Tep = Tgp O Tac €t
Tac 0 Tap = Tap O Tac )
On considére la permutatian= Tag 0 Tcp. L'isométrie associé a est la composée de deux symétries orthogonales par

rapport aux deux plans médiateurs des segments [AB] et [CD]. Ces deux plans s'intersectent suivant la droite (1J). Donc ,
M- -
cette isométrie est la rotations d'axe (I J) et d’angle , Ol =d[m], c’est-a-dire le demi-tour d’axe(l J).
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De la méme maniére, on obtient I'isométrie associgg a Tgp et I'isométrie associéetc 0 Tap.
Ainsi, il y a trois demi-tours d'axe les perpendiculaires communes aux segments opposés.

5- Les autres isométries de G :

Ces isométries sont associées aux permutati@ns échangent successivement les quatre éléments de T c'est-a-
diret(i) =, 1) =k, 1(k) = l ett(l) =i ou i, j, k, | éléments de T distincts deux a deux. DDA O Ty OTy .
Ces permutations sont4g 0 Tgc 0 Tcp, Tag O Tep O Tpe, Tac O Tcg O Tap ,Tac O Tcp O Tpg , Tap O Tpg O Tae €t Tap O Tpc O Tee.
( On peut vérifier queTag OTgc O Tcp = Tec O Tep O Tpa = Tep O Tpa O Tag = Tpa O Tpg O T
Tag O Tgp O Tpc =Tgp O Tpc O Tca = Tpc O Tca O Tag =Tca OTag O Tp
Tap O Tpg O Tgc = Tpg O Tgc O Tca = Tpc O Tca O Tap =Tca O Tap O Tpg,
Tap OTpc O Tcg = Tpc O Tcg O Tga = Teg O Tga O Tap = Tga O Tap O Tpg,
Tac OTcg O Tgp = Tcg O Tgp O Tpa =Tp O Tpa O Tac = Tpa O Tac O Tep
€fac 0 Tcp O Tpg =Tcp O Tpg O Tga = Tpg O Tga O Tac = Tpa O Tac O Tcp ).

- Si on prend la permutatiang 0 Tgc 0 Tcp €t I'isométrie f associée a cette permutation, alorsfeS o Sou g, S;et S
les symétries orthogonales par rapport aux plans médiateurs de segments [AB], [BC] et [CD] respectivement.

On peut écrire f comme composée d’une rotation axiale et d'une symétrie plane, en effet : puis§uesSun déplacement
différent de I'application identité jdet laisse fixe le centre O, dong 8 S est la rotation d’axe (OA) et d'angk =

M- M-
0,B,0;C[2r]. D'ou, f= S o rour est la rotation d’axe (OA) et d’anfle

- De la méme maniére, on obtient les isométries associées aux autres permutations. Ainsi il y a six isométries qui s'écrivent
composée d’une rotation axiale et d’'une symétrie plane.



6- Tableau résumé :

Isométrie de G Nature Nombre
L’application identité 1
Les rotations d'axes (OA), (OB), (OC), (OD) et d'angle#32-2r73 8
Déplacements
Les demi-tours d'axes les perpendiculaires commune aux cotés opposés
Les symétries orthogonales par rapport aux plans médiateurs des segments dé
Antidéplacements tétraedre.
Composée d’'une symétrie orthogonale plane et d’une rotation axiale.
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