
UN THÉORÈME DE BRAUER

par

Stef Graillat

Le théorème de Brauer montre que deux permutations sont conjuguées si et seulement si
les matrices de permutations associées sont aussi conjuguées. Il trouve donc naturellement
sa place dans les leçons

– 106 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
– 120 : Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications.

Le démonstration que nous donnons ici est très largement inspirée de [FR01].

Faisons tout d’abord quelques rappels sur les matrices de permutations. On appelle
matrice de permutation associées à σ ∈ Sn la matrice de M(n,K), notée Pσ, définie
par Pσ = (δi ,σ( j ))i , j∈J1,nK. Soit E = (ei )i=1,...,n la base canonique de Kn et uσ : Kn → Kn ,
(ei ) 7→ (eσ−1(i )). On remarque sans trop de difficultés que P(σ) = MatE (uσ). Une matrice de
permutation est donc toujours inversible car envoyant une base sur une autre base. Si σ1 et
σ2 sont deux permutations de S, on a uσ1σ2 = uσ2 ◦uσ1 (en effet, uσ2 ◦uσ1 (ei ) = uσ2 (eσ−1

1 (i )) =
eσ−1

2 σ−1
1 (i ) = e(σ1σ2)−1(i ) = uσ1σ2 (ei )). On en déduit alors que Pσ1σ2 = Pσ2 Pσ1 et que Pσ−1 = P−1

σ .
On vérifie aussi que détPσ = ε(σ) (où ε est la signature).

Nous aurons besoin, dans la démonstration du théorème de Brauer, du lemme fondamen-
tal suivant (tiré de [CL04]).

LEMME. — À toute permutation σ ∈Sn , on associe la partition π(σ) de n formée par la suite
croissante des longueurs des cycles qui interviennent dans sa décomposition en produit de
cycles disjoints. Alors deux permutations sont conjuguées si et seulement si elles définissent la
même partition.

Démonstration. — Si τ = γσγ−1 et soit σ = σ1 · · ·σr la décomposition de σ en cycles à sup-
port disjoint. On a alors

τ= γσ1 · · ·σrγ
−1 = γσ1γ

−1︸ ︷︷ ︸
τ1

γσ2γ
−1︸ ︷︷ ︸

τ2

· · ·γσrγ
−1︸ ︷︷ ︸

τr

= τ1τ2 · · ·τr .

où σi et τi sont des cycles de même longueur.

Réciproquement, soit (m1; . . . ; mr ) la partition associée à σ et à τ. On peut ainsi décom-
poser σ= (i1,m1 , . . . , i1,mr ) · · · (ir,1, . . . , ir,mr ) et pareil pour τ avec jk,p . Soit γ la permutation qui
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envoie ik,p sur jk,p . Alors si 1 6 p < mk , on a γσγ−1( jk,p) = γσ(ik,p) = γ(ik,p+1) = jk,p+1 tandis
que γσγ−1( jk,mk ) = γσ(ik,mk ) = γ(ik,1) = jk,1 ce qui montre que γσγ−1 = τ.

THÉORÈME (Brauer). — Soit K un corps de caractéristique nulle. Pour σ ∈Sn , notons P(σ) ∈
GL(n,K) la matrice associée à la permutation de la base canonique de Kn . Pour que deux per-
mutationsσ et τ soient conjuguées dans Sn , il faut et il suffit que P(σ) et P(τ) soient conjuguées
dans GL(n,K) (c’est-à-dire que ces matrices soient semblables sur K).

Démonstration. — Si σ et τ sont conjuguées, alors il existe γ ∈ Sn telle que σ = γτγ−1.
On déduit des rappels que P(σ) = P(γ)−1P(τ)P(γ). Par conséquent, P(σ) et P(τ) sont bien
conjuguées dans GL(n,K).

Réciproquement, si P(σ) et P(τ) sont conjugués alors il existe une matrice M ∈ GL(n,K)
telle que P(τ) = M−1P(σ)M. Notons ck (σ) le nombre de cycles de longueurs k dans la dé-
composition de σ. Nous allons montrer que ck (σ) = ck (τ) pour tout k 6 n. Comme P(τ) =
M−1P(σ)M, on en déduit que χP(τ) = χP(σ) (χ représente le polynôme caractéristique). Quitte
à réordonner l’ordre des vecteurs de base, on peut supposer que

P(σ) =


P1 (0)

P2
. . .

(0) Pr

 ,

où Pi est la matrice de permutation du i -ième cycle dans la décomposition de σ. Soit σ =
σ1 · · ·σr la décomposition en cycle à support disjoint. On a

MatE (σi ) = Pi =


0 · · · 0 1

1
. . . 0
. . . . . .

...
(0) 1 0

 .

Par conséquent, χPi = Xm−1 où m est la longueur du cycleσi . On déduit de cela que l’égalité
χP(τ) =χP(σ) équivant à

(1)
∏

k
(Tk −1)ck (σ) =∏

k
(Tk −1)ck (τ).

Soit maintenant ξune racine de l’unité d’ordre m dans K (la clôture algébrique de K). Comme
K est de caractéristique nulle, les racines de Tk − 1 sont simples. La multiplicité de ξ dans
Tk −1 est 1 si ξk = 1, c’est-à-dire si m | k et 0 sinon. En regardant la multiplicité de ξ dans (1),
il vient ∑

m|k
ck (σ) = ∑

m|k
ck (τ) pour tout m > 1.

Concluons en raison par l’absurde. Supposons qu’il existe un entier m tel que cm(σ) 6= cm(τ).
Comme la fonction k 7→ ck (σ) est à support fini, on peut considérer le plus grand entier m0

tel que cm0 (σ) 6= cm0 (τ). Mais alors d’après (1), on a∑
m0|k

ck (σ) = ∑
m0|k

ck (τ).
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par définition de m0, on a cm0 (σ) = cm0 (τ) (en effet par définition de m0, on a ck (σ) = ck (τ)
pour k > m0).

Remarque. — Cet théorème reste encore vrai si le corps K est de caractéristique non nulle
mais la démonstration est vraiment différente. On trouva différentes démonstration dans ce
cas dans [FR01].
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