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On peut utiliser ce qui suit pour un développement illustrant la legon « Racines
d’un polynéme. Relations coefficients-racines» ; en effet, on utilise le fait que
deux polynémes de méme degré qui ont meéme coefficient dominant et mémes
racines sont égaux et on applique les formules de Newton. Il est recommandé de
ne pas passer trop de temps sur les calculs (de majoration par exemple), mais
par contre de démontrer les formules de Newton.

Il s’agit de montrer, par des moyens tout a fait élémentaires, le résultat
fameux suivant : Soit p un entier strictement positif. Alors
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est un multiple rationnel de 72P. Il s’agit d’une élaboration d’un exercice de
[G] (Probleme 3 page 267). Il se trouve aussi dans [TAD] (P 11.6.3 page 386) &
propos des relations entre coefficients et racines. Il semble que la méthode pour
calculer Y>° | 1/k? donnée dans ces exercices ait été publiée en 1970 par Finn
Holme.

La premiére étape consiste a montrer I'identité

. on+1 - kn
_1\k nfk: _ 2
> (=) <2k+1>x (2n+1)kl:[1<X cot 2n+1> :

k=0

C’est une égalité entre deux polynomes de degré n. On vérifie qu’ils ont méme
coefficient dominant 2n + 1, et mémes racines cot® xj ol zp = 2:% pour k =
1,...,n. En effet, notons P, le polynéme de gauche. On voit que P, (cot?()) est
la partie imaginaire de (exp(if))*" " divisée par sin®**1 6, c.-a-d. P, (cot?()) =
sin(2n + 1)0
sin?"*1 g
La deuxiéme étape consiste a vérifier I'inégalité
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C’est une conséquence immédiate de sinz < x < tanz (pour 0 < z < 7). En
utilisant a? — b? = (a — b) Zf;ol a’b?~1~% on en déduit, pour p entier > 0,
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On somme ces inégalités pour tous les xy avec k =1,...,n et on trouve
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Notons Sp(n) = Y p_, cot?? z;. Clest la somme des puissances p-émes des
racines du polynéme P,,. Un petit raisonnement sur les relations coefficients-
racines permet de voir que Sp(n) est un polynéme & coefficients rationnels en
n, de degré au plus 2p.

On divise par n?? 'encadrement (), et on fait tendre n vers I'infini. Le terme
de droite dans I'encadrement tend vers 0 (justifier cette affirmation, y compris
pour p = 1). On obtient que ((2p) vaut (g)% fois le coefficient de n?P dans
Sp(n). Ceci démontre le résultat annoncé.

Revenons sur l'affirmation que S,(n) est un polynéme & coefficients ra-
tionnels en n, de degré au plus 2p. On remarque que les polyndmes symétriques
élémentaires oy, des racines de P, sont des polynémes a coefficients rationnels
en n de degré 2k. En effet,

” 1 (2n+1) 2n(2n —1)---(2n — 2k + 1)
k .

T o1 \2%+1) " (2k +1)!

Ensuite on peut utiliser les formules de Newton permettant d’exprimer les Sp,(n)
en fonction des oy, (cf [Go], proposition 103 page 160) :

Sy, — 018y 1+ -+ (=1)P"to, 151 + (—1)Ppo, =0 .

On peut alors raisonner par récurrence sur p.

Si on explicite les calculs pour p = 1 et 2, on trouve ((2) = %2 et C(4) = =
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