AUTOUR DU THEOREME e
niversité de Rennes 1

DES INVARIANTS DE SIMILITUDE Préparation a I'agrégation
de mathématiques
Grégory VIAL — Septembre 2000 Auteur du document :
G. Vial

I. Introduction et notations

Le but de ces quelques pages est de présenter le résultat concernant les invariants de
similitude d’'un endomorphisme en dimension finie. On considérera deux points de vue
qui conduisent & deux démonstrations du théoréme : 1'une reléve de I’algebre linéaire et
de la dualité en dimension finie alors que l'autre utilise la structure de module dont on
peut munir un espace vectoriel de dimension finie & 1’aide des polynémes d’un endomor-
phisme. Les techniques employées dans cette deuxiéme preuve fournissent un algorithme
de détermination des invariants de similitude d’un endomorphisme donné.

L’intérét du théoréme des invariants de similitude réside dans ses diverses applications:
réduction de matrices, caractérisation des classes de similitude. D’un point de vue plus
pragmatique, ce résultat peut constituer un développement dans le cadre d’une lecon
d’agrégation : il trouve sa place dans les lecons 124, 125, 129, 130 et 131. Enfin les outils
développés ici peuvent étre utilisés dans les lecons 103, 105, 112 et 126.

Voici les références bibliographiques dont ce texte est trés largement inspiré:

[1] J.-M. ARNAUDIES & J. BERTIN, Groupes, algébres et géométrie.
Ellipses, Paris, 1995.

[2] M. ARTIN, Algebra. Prentice-Hall Inc., Englewood Cliffs, NJ 1991.
[3] R. GoBLOT, Algébre linéaire. Masson, Paris, 1995.

[4] X. GOURDON, Les maths en téte, algébre. Ellipses, Paris, 1994.

Dans toute la suite, ' désignera un espace vectoriel de dimension finie non nulle sur
un corps IK et w un endomorphisme de E.

Définition 1 — Si F' est un sous-espace vectoriel de E, stable par u, on dira que u est
F—cyclique (ou que F est u—monogéne) ssi il existe x € F' tel que

F={f(u)(z) | f € K[X]}

Notre objet sera de démontrer le résultat suivant :

Théoreme 1 — Il existe Fy, Fs,. .., F,. sous-espaces vectoriels de E u—stables tels que:
-E=FoRoe---oF,
- F; est u—monogéne,
- Si P; désigne le polynome minimal de u|p,, alors P11 | P;.

La suite de polynomes P, ..., P, ne dépend que de u, et non du choiz de la décomposition.
Elle est appelée suite des invariants de similitude de u.
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2 L’approche «espace vectoriel»

I1. L’approche «espace vectoriel»

Commencons par introduire quelques notations concernant les polynémes minimaux:
Q. désigne le polynoéme minimal de u, c’est-a-dire le polynéme unitaire de IK[X] tel que:

QuIK[X] = {f € K[X] | f(u) = 0}
Pour a € E, on notera @), , le polynome tel que:
Qu,oK[X] = {f € K[X] | f(u)(a) = 0}

Enfin on considérera les ppcm normalisés.

Lemme 1 — Soient ai,...,a, des éléments de E tels que les sous-espaces vectoriels

G; ={f(u)(a;) | f € K[X]} soient en somme directe. On pose a = Z a;, alors
i=1

n
Qu,a = pPCIIn Qu,ai
1=

DEMONSTRATION — Soit M = ppcm Qu,a;, alors @ divise M dans IK[X] car pour tout

i=1

i, M(u)(a;) = 0.
P

D’autre part, Qy,q( Z b; avec b; = Quo(u)(ai) € G;. L’indépendance des G;
i=1

impose que b; = 0 pour tout ¢, donc que Qy q; | Qu,o Pour tout i. D’ott M | Qy.q. |

Ce résultat nous permet de démontrer la proposition suivante qui sera fondamentale dans
la suite:

Proposition 1 — Il existe a € E tel que Qy = Qu.q-

DEMONSTRATION — Le polynéme @, n’est pas constant car E # {0}, on peut donc le
décomposer en facteurs irréductibles unitaires:

Qu: 10£1"'P7€¥T7 TZL%Zl

T
D’aprés le lemme des noyaux, E = (DKer(P (u)).
i=1

On a Ker(P% '(u)) ¢ Ker(P (u)). En effet s’il y a égalité, le polynome g = Q,,/P; vérifie
g(u) = 0, ce qui contredit la minimalité de Q.

Soit donc a; € Ker(PP (u))\Ker(P *(u)). On a Quq, = P car P; est irréductible.
De plus, {f(u)(a;) | f € K[X]} C Ker(P;(u)), donc ces sous-espaces vectoriels sont
indépendants.

T
On peut alors appliquer le lemme 1: si on pose a = Z a;, on a

=1
Qua—ppchua, HPal:Qu |

Exercice 1 — Montrer I’équivalence de u est F—cychque avec 1’égalité des polynomes minimal et
caractéristique de u|p.
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Proposition 2 — Si u est E—cyclique, alors il existe une base de E telle que la matrice
de u dans cette base soit la matrice compagnon

0 -+ -+ 0 —ag
1 0 1
CQu=1]0 1 : :
: . 0 —ap_o
O --- 0 1 —ap_1

avec Qu(X) = X"+ an, 1 X"+ ... + ao.

DEMONSTRATION — Comme u est cyclique, d°Q, = dim E = n (cf exercice 1). De plus, il
existe £ € E tel que

E={f(u)(z) ]| f e KX]}

La famille (z,u(z),...,u" !(z)) est donc libre et, dans cette base, la matrice de u est de
la forme annoncée. u

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme des invariants de similitude:
DEMONSTRATION DU THEOREME 1 —

Ezistence — On procéde par récurrence sur la dimension de E. La dimension 1 ne pose pas
de probléme. Supposons donc le résultat acquis pour tout espace vectoriel de dimension
inférieure & n — 1 et soit £ de dimension n. D’aprés la proposition 1, il existe a € E tel
que @y o = Qy- Sion note k = d°Q)y, alors la famille

e1 =a, eg =ula), ..., ex =u*"a)

est libre. Soit F' le sev engendré par cette famille. Complétons-la en une base (e1,...,e,)
de E. Soit (e},...e}) la base duale. On introduit les ensembles

D={u'(e}) |ieN} CE* et G=I'={zcE|VieN, e(u(z)) =0} CE
La notation 4™ désigne le i€Me jtéré du transposé de u.
G est un sev de FE stable par u. De plusona E = F @ G. En effet si y € F NG est non
nul, on a
y=aje; + - +ape, aveca,#0etp<k

En composant par u™ P (e}), on obtient a, = 0, ce qui est absurde. Donc F N G = {0}.
D’autre part dim F' 4+ dim G = dim E car dim (Vect I') = k. En effet Papplication

Af) | feK[X]} — VectD
v g — €pog

est un isomorphisme (la vérification est immédiate).

Résumons: nous avons trouvé un sous-espace vectoriel F' de E, u—monogene et un
supplémentaire G, stable par u. Si E = F', alors le théoreme est démontré. Sinon, notons
P, = @, et P, le polynéme minimal de u|g. Alors P, | P;. De plus on peut appliquer
I’hypothése de récurrence a u|g et on obtient ainsi la décomposition voulue.



4 Applications

Unicité — Supposons qu’il existe deux suites Fi,...,F. et Gi,...,Gs de sous-espaces
u—monogenes qui vérifient les conditions du théoreme. On note Py,..., P. et Q1,...,Qs
les deux suites de polynomes associées. Si elles different, notons j le premier indice pour le-

quel P; # Q;. Un tel indice existe toujours méme si r # s, car XT] d°F; = XS] d°Q; = dim E.
i=1 i=1

De plus 7 > 2 car P, = (1 = Q4. On a alors

Pj(u)(E) = Pj(u)(F1) & -~ & Pj(u)(Fj-1) (1)
et

Pj(u)(E) = P;(u)(G1) @ - -- & P;(u)(Gs) (2)
Les sommes sont directes car Pj(u)(F;) C F; et Pj(u)(G;) C G;.
Or dim Pj(u)(F;) = dim P;(u)(G;) pour 1 <14 < j —1 d’apres la proposition 2. En effet les
endomorphismes u|p, et u|g, sont semblables car semblables & la matrice C(P;) = C(Q;)
pour i < j. On déduit de (1) et (2) que

Vie {j,...,s}, dimP;(u)(G;) =0

Ce qui prouve que Q; | P;. Par symétrie des roles, P; | Q; et donc P; = @}, ce qui est une
contradiction. On a donc r = s et P; = (); pour tout <. |

II1I. Applications

Nous donnons maintenant quelques-unes des applications les plus utiles du théoréme
des invariants de similitude:

Théoréme 2 (réduction de Frobénius) — Si Py, ..., P, désigne la suite des invariants
de similitude de u, alors il existe une base de E dans laquelle u a pour matrice :

C(Pp) 0
0 Cc(P)
DEMONSTRATION — Soit E = F| & - - - @ F, une décomposition associée aux invariants de
similitude Pi,..., P.. Alors F; est u—monogeéne, donc d’apreés la proposition 1, il existe
une base (ef,...,e; ) dans laquelle la matrice de u|p, est C'(F;). La matrice de u dans la
base (ei,... ,e}“, ...,€7,...,ep ) est donc de la forme annoncée dans le théoreme. |

Théoréme 3 (réduction de Jordan) — Si le polyndme caractéristique de u est scindé
sur IK, alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme

J1 0
0 Js
ot les blocs de Jordan J; sont du type
A1 0 0
J = 0 1 0
o
0 0 N

Les \; sont les valeurs propres (non nécessairement distinctes) de u.
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DEMONSTRATION — On commence par démontrer le résultat dans le cas oli u est nilpotent.
D’aprés le théoréme 2, le produit des P; est le polynéme caractéristique de u, c’est-a-dire
(—1)"X™. Donc chaque P; est de la forme X™. Donc C(F;) est la transposée d’un bloc
de Jordan. On applique alors le théoréme 2, n’ayant plus qu’a faire une permutation des
vecteurs de la base pour obtenir la réduction de Jordan escomptée.

Dans le cas général (u n’est plus supposé nilpotent), on décompose E a ’aide du lemme
des noyaux. En effet le polynome caractéristique de u s’écrit (. — A1) - -+ (z— Ag)?. Donc

E= @Keru— ""—@H
=1

Chaque H; est u—stable et (u—\;-id)| g, est nilpotent. On lui applique le résultat démontré
plus haut et on obtient la décomposition de Jordan qu’on désirait. |

On vient d’obtenir deux décompositions importantes d’'un endomorphisme: la réduite
de Jordan peut-étre utilisée pour démontrer des résultats sur les itérés de u. La décom-
position de Frobénius, quant & elle, permet d’obtenir un théoréeme de caractérisation des
classes de similitude.

Théoréme 4 (caractérisation des classes de similitude) — Deuz endomorphismes
sont semblables ssi ils ont les mémes invariants de similitude.

DEMONSTRATION — Si u et v sont semblables, en reprenant la preuve de 'unicité du
théoréeme 1, on montre facilement qu’ils ont mémes invariants de similitude.
Réciproquement, si u et v ont mémes invariants de similitude, il existe deux bases
dans lesquelles les matrices de u et v sont identiques (cf. théoréme 2), donc u et v sont
semblables. |

Ce dernier résultat possede de nombreuses applications dont le corollaire suivant.

Corollaire 1 — Si I est une extension de K, et si A,B € My(IK) sont semblables sur
IL, alors elles sont semblables sur K.

DEMONSTRATION — Il suffit, d’aprés le théoréme 4, de démontrer que A et B ont mémes
invariants de similitude sur IK. Soient P, ..., P, € IK[X] les invariants de similitude de A
sur IK. D’apreés le théoréme 2, A est semblable (sur IK) & la matrice

oP) 0
C= -
0 C(FP)

Donc les matrices C' et A sont semblables sur I, donc ont les mémes invariants de similitude
sur IL. Or les invariants de similitude de C sur IL sont les Pi,..., P., car le polynéme
minimal ne dépend pas du corps de base (cf lemme 2). De méme les invariants de similitude
de B sur IK sont ceux sur IL. Donc A et B ont mémes invariants de similitude sur IK donc
sont semblables. ]
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Lemme 2 — Soient A € My(IK) et I une extension de K, on note Qk et Qr les
polynomes minimauz de A respectivement sur IK et IL. Alors Qi = QL.

DEMONSTRATION — Il est clair que Q. divise Q. Soit k = d°Qk. D’apres la proposition 1,
il existe z € K" tel que Qk, = QK. Ainsi la famille (z, Az, ..., A¥~1z) est libre dans
le K—ev E. Mais le rang ne dépend pas du corps de base (la détermination du rang par
les déterminants mineurs le prouve), donc la famille (z, Az, ..., A¥~'z) est libre dans le
IL—ev E. On en déduit que d°Qy, > k. Donc Qr, = QK. |

A titre d’exercice, on donne deux autres applications:

Exercice 2 — Soit n = 2 ou 3 et A,B € M,(IR). Montrer que A et B sont semblables si et
seulement si elles ont méme polyndme caractéristique et méme polynéme minimal. Trouver un
contre-exemple pour n = 4.

Exercice 3 — Soit u € L(E), montrer que u est cyclique si et seulement si les seuls endomorphismes
commutant avec u sont les polynémes en wu.

IV. L’approche «<module»

Dans cette partie, on donne une autre démonstration du théoréme 1, basée sur une
idée différente. On va en effet munir £ d’'une structure de IK[X]—module et utiliser la
décomposition des modules de type fini sur les anneaux euclidiens.

1. Structure de IK[X]—module sur E

Proposition 3 — Soit IK un corps. La donnée d’un K[X]—module E équivaut a la donnée
d’un IK—espace vectoriel E et d’un endomorphisme u € L(E).

DEMONSTRATION — Si E est un IK[X]—module, E est muni d’une structure de IK—espace
vectoriel. De plus on peut définir un endomorphisme de E par

u: E — E

"a — Xa
Réciproquement, si u € L(E), on définit pour P € IKK[X] et a € E, Pa = (P(u)) (a).
On obtient ainsi une structure de IK[X|—module sur E. [

La proposition précédente permet de considérer £ comme module sur I’anneau des
polynémes IK[X]. On utilisera ’équivalence des structures.

2. Décomposition d’un module de type fini sur un anneau euclidien

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme de décomposition d’un module
quand I’anneau de base est euclidien. La méthode proposée est constructive et ’algorithme
utilisé servira plus loin.

Proposition 4 — Soit A un anneau euclidien et M une matrice de taille n X p a coefficients
dans A. Il eriste deuz matrices P et @Q respectivement dans GL,(A) et GL,(A) et des
éléments dy,...,ds de A tels que

dy

M=P h Q et di|ds|---|dy
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DEMONSTRATION — On procede par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
de la matrice M. Commencons par préciser les opérations licites:

— la permutation de deux lignes ou colonnes,
— lajout & une ligne (ou colonne) d’un multiple d’une autre.

En effet 'opération sur les lignes (resp. les colonnes) correspond & la multiplication & gauche
(resp. & droite) par une matrice de permutation ou de transvection qui est inversible dans

M, (A) (voir exercice 4).

L’algorithme qui suit repose sur la division euclidienne dans A (on note ¢ le sthasme
associé); il utilise les trois étapes suivantes:

Etape 1-

A Daide de permutations sur les lignes et les colonnes, on place en position (1,1) le
coefficient de M de sthasme minimum: on a alors ¢(m11) < ¢p(m;;).

Etape 2 —
Pour chaque m;; ou my;, on écrit la division euclidienne par mq1 :

mi = mii1q + T, B(r) < ¢p(ma1)
On soustrait alors q fois la premiere ligne a la . On obtient ainsi r & la place de m;.
Etape 3 —

On suppose que mq1 est le seul coefficient non nul sur les premieres ligne et colonne.
S’il reste un coefficient m;; de M qui n’est pas divisible par m11, on ajoute la ¢ ligne
a la premiere pour obtenir m;; en position (1, 7).

L’algorithme fonctionne alors comme suit : si M = 0, on obtient immédiatement le ré-
sultat, sinon on effectue ’étape 1, puis I’étape 2. Si tous les restes des divisions euclidiennes
sont nuls, on peut passer & I’étape 3. Sinon, on recommence I’étape 1. Quand (enfin) tous
les restes sont nuls, on peut passer & I’étape 3. Si mq; divise chaque coefficient de M, on
s’arréte, sinon on retourne a ’étape 2 qui produira un élément de plus petit sthasme que
mq1 et on effectuera de nouveau I’étape 1.

11 reste & voir que ’algorithme ne boucle pas. A chaque retour en arriére, on passe par
I’étape 1 et un élément de plus petit sthasme que le précédent mq; est trouvé. Il n’y aura
donc qu’un nombre fini de retours en arriére, borné par le sthasme du coefficient (1,1)
initial.

On a donc obtenu une décomposition de la forme:

M:P<d1 M’)Q

ou P et @) sont inversibles dans M, (A) et d; divise chaque coefficient de M'. D’apres la
construction, d; est le pged des coefficients de M. Il ne reste plus qu’a itérer le procédé
pour obtenir la décomposition souhaitée. |
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Exercice 4 — Soit M € M, (A) et K le corps des fractions de A. Montrer que M € GL,(A) si et
seulement si M € GL,(K) et det M € A*.

Détaillons sur un exemple la méthode décrite dans la démonstration précédente :

2 —1 L1+ Lo 1 2 Lo«+Lo—2L1 1 2 Cr+C>2—2C1 1 0
—_— _— _—
1 2 2 -1 0 -5 0 -5

Si on pose
1 —2 10 0 1
Q:(o 1> et P:(—2 1)(1 0)
2 -1 (1 0\
(7 2)=r"(0 5)e

Avant d’énoncer le théoréme de décomposition des modules de type fini sur un anneau
euclidien, on va, démontrer un lemme utile pour la suite.

on a

Lemme 3 — Soient A un anneau noethérien. A" est un A —module de type fini et si W
est un sous-module de A™, alors W est de type fini.

DEMONSTRATION — Montrons le résultat par récurrence. C’est connu pour n = 1, car un
sous-module de A est un idéal de A, noethérien par hypothese. Si n > 1, soit la projection

A" — An—l

T
(a1,...,an) — (a1,---,ap-1)

Si W est un sous-module de A™, on pose 1) = 7|y . Par hypothése de récurrence, I'image
de v est de type fini. De plus, le noyau de 1 est un sous-module de Kerm ~ A, donc est
de type fini. Vu I'isomorphisme

Kord ~ Tm)

W est aussi de type fini. [ |

Théoréme 5 (Structure des modules de type fini sur un anneau euclidien) —
Soit A un anneau euclidien et V un A—module de type fini. Alors il existe dq,...,d, € A
et s €N tels que dy |da |-+ |dy et

A

A
Ve —x:.oox — x A®
(d1) (dr)

De plus la suite (dy,...,d,) est unique a des inversibles prés; elle est appelée suite des
facteurs invariants de V.

DEMONSTRATION — V est de type fini, soit (e1,...,e) un systéme de générateurs de V.
Le morphisme

f A™ — v
| (e, am) P arer o 4 amen
est surjectif. Soit W = Kerf, V est isomorphe au quotient A™/W.

D’aprés le lemme 3, W est de type fini. Soit (fi, ..., f,,) un systéme de générateurs de
W. On obtient, comme plus haut, un morphisme surjectif g : A — W. En composant g
avec l'inclusion de W dans A™, on construit un morphisme

p: A" — A™
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Soit M la matrice de représentation de ¢. Par construction, W est 'image de ¢, c’est-a-dire
MA"™. Donc V est isomorphe a A™ /M A™.

Or, d’apres la proposition 4, il existe des matrices inversibles P et ) et D diagonale
telles que M = PD(Q. On écrit

dy

d avec dy | --- | ds

0

On remarque qu’on peut ommettre les colonnes de 0. On déduit alors I’isomorphisme
suivant

A™ A A

V ~ ~ X oo X —— X AS
diAx---xd A (dy) (dr)
avec r = m — s, ce qui conclut la démonstration de I’existence.
On admet 'unicité des facteurs invariants. [ |

Remarque — Le théoréme 5 est encore vrai si A est seulement principal.
3. Application au théoréme des invariants de similitude

On va maintenant appliquer le théoréme 5 dans le cas ou A = IK[X] qui est un anneau
euclidien, et V' = E, muni de la structure de IK[X]—module décrite au paragraphe IV 1. Le
théoréeme de structure s’applique puisque FE est de type fini car de dimension finie comme
IK—espace vectoriel. On obtient donc

K[X K[X
g~ KX KX

(F1) (Fr)
Il est immédiat que s = 0 puisque £ de dimension finie en tant qu’espace vectoriel sur

K (la structure de IK[X]—module contient celle de IK—espace-vectoriel). On note alors ¢
I'isomorphisme de IK[X]|—modules

KX KX -
@) @

x (K[X])?

Posons alors, pour i =1,...,r,

Fi=p (10 x - x gl x o x (0})

F; est un IK[X]-sous-module de E, donc est stable par u. De plus, on a 'isomorphisme de
K[X]-modules:

. K[X]
(1) Fo==ps

ce qui prouve que F; est u-monogene. Il existe donc z; € F; tel que F; = K[u]z;.

L’application IK[X]-linéaire
K[X] —  F
P +— P(u)(z;)

est surjective, de noyau (Qy/,. ). On obtient donc I'isomorphisme de IK[X]-modules

(2) F~
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Les polynomes P; et @, étant unitaires, on déduit de (1) et (2) qu’ils sont égaux.

T
En conclusion, on a trouvé des sous-espaces F; u-monogenes, tels que £ = & Fj et

=1
Py = Qu,, et Pi| Piy1.

On a donc démontré I'existence dans le théoréme 1. L’unicité de la suite (F;) provient
de I'unicité dans le théoréme 5. On vient de prouver le théoréme des invariants de similitude
par un autre biais plus complexe. Cependant la proposition 4, qui en est le moteur, conduit
a un calcul effectif des invariants de similitude d’un endomorphisme donné.

V. Cacul pratique des invariants de similitude

Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 6 — Soit M la matrice de u dans une base de E. Les invariants de similitude
de u sont les facteurs invariants différents de 1 de la matrice M — X1 € M, (K[X]).

DEMONSTRATION — D’apreés le théoréme 2, la matrice M est semblable &
c(p) 0

o o(P,)

Donc M — X1 et C — X1 ont mémes facteurs invariants.
Montrons maintenant que C(P) — X I est équivalente & la matrice

1 0
1
0 P
par opérations élementaires sur les lignes et les colonnes:
-X —ag 0 ... 0 —-P
1 Li+L1+XLo 1 -X
_—
4o.xm—1p .
—-X —Qan—2 i -X —Qn-—2
1 —ap-1 — X 1 —ap-1 — X

On supprime ensuite les —X de la diagonale par Cs <+ Cy + XC1,...C, + Cp, + XC\_1;
on obtient alors

0 ... 0 -pP o ... 0 -—-P
1 Cp+a1Ci+--- 1
A et L
+orap_1Cn_1 .
—Qn-—2 . 0
1 —ap—1 1 0

Il ne reste plus alors qu’a effectuer une permutation sur les lignes et de multiplier la

derniere colonne par —1 pour obtenir le résultat voulu.
On en déduit alors que C — X1 est équivalente a

P
P,

1

11 s’ensuit que les facteurs invariants différents de 1 de M — X I sont Pi,..., P,. |
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Exemple 1 — On veut déterminer les invariants de similitude de la matrice

1 1 0
A= -1 1 1
2 -2 -2

Pour cela, on va effectuer des opérations élémentaires sur la matrice A — X1 :

1-X 1 0
-1 1-X 1
2 -2 -2-X
Cl(—>02
1 1-X 0
1-X -1 1
—2 2 —2—-X
Cz(—Cz—(l—X)Cl
1 0 0
1-X —-2+42X - X? 1
—2 4—-2X —2—-X

L2(—L2—(1—X)L1 et L3<+— L3+ 2L,

1 0 0
—242X — X? 1
0 4-2X —2-X
C3(—>CQ
1 0 0
0 1 —24+2X — X2

0 —2-X 4—-2X
L3(——L3—(2+X)L2

C3+— C3— (—2-|—2X —X2)02

La matrice A posseéde donc un seul invariant de similitude, qui est son polyné6me minimal

et caractéristique: elle est nilpotente et cyclique; sa réduite de Jordan est

010
0 01
000



12 Cacul pratique des invariants de similitude

Exemple 2 — Pour la matrice

3 2 =5
B = 2 6 —-10
1 2 -3
Ici encore on va travailler sur la matrice B — X1 :
3—X 2 -5
2 6—X —10
1 2 -3—-X
Li<+— L3
1 2 -3-X
2 6—X —10
3—X 2 -5
L2(—L2—2L1 et L3(—L3—(3—X)L1
1 2 -3—-X
0 2—X —4+2X
0 —4+42X 4-—X?

CQ(—02—201 et Cg(—Cg—(—?)—X)Cl
1 0 0
0 2—-X —4+42X
0 —4+2X 4-X2

L3 <— L3 + 2Lo

Cg — —C3—2L2 et Lo <+— Cg—(—?)—X)Cl — Loy

1 0 0
0 X-2 0

1 0 0
0 2—X -—4+2X
0 0 —(X-2)2
0 0 (X2)2)

La réduite de Jordan de la matrice B est donc

00
2 1
0 2

SO N





