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Le d�eveloppement mentionn�e dans le titre est tir�e de [Gou], pages 280-281.

C'est la partie < existence > du th�eor�eme sur les invariants de similitude. La

d�emonstration de Gourdon utilise de la dualit�e, ce qui fait que ce d�eveloppement

peut se placer dans plusieurs le�cons d'alg�ebre lin�eaire. Il pr�esente l'inconv�enient

d'être sans doute beaucoup utilis�e, et peut-être de cacher un peu le ressort de la

d�emonstration. L'objectif de ce texte est d'en donner une version plus concep-

tuelle. Puisqu'elle n'utilise pas de base, la d�emonstration ci-dessous n'o�re bien

sûr pas d'illustration de la notion de base duale. . .

Tout d'abord, deux remarques d'ordre g�en�eral sur le transpos�e d'un endo-

morphisme f d'un espace vectoriel E de dimension �nie sur un corps K :

1. Pour tout polynôme P de K[X ] on a P (tf) = t(P (f)). Donc P annule tf
si et seulement s'il annule f . Par cons�equent le polynôme minimal de f
(que nous noterons �f ) est �egal �a celui de tf .

2. E est monog�ene1 pour f si et seulement si E� est monog�ene pour tf . En
e�et, deg�f = dimE �equivaut �a deg�tf = dimE�.

Pr�ecisons la situation. On a un espace vectoriel E de dimension �nie et un

endomorphisme f de E, de polynôme minimal �f . Alors il existe un sous-espace

vectoriel F de E, stable par f , monog�ene pour f , et tel que le polynôme minimal

de la restriction de f �a F (nous noterons g cette restriction) soit �egal �a �f . Ce

fait se d�emontre en utilisant le lemme des noyaux, mais ce n'est pas ce point qui

nous int�eresse ici2. L'objectif est de d�emontrer qu'il existe un suppl�ementaire

de F stable par f . Ceci permettra de poursuivre par r�ecurrence, en consid�erant

la restriction de f �a ce suppl�ementaire.

L'inclusion j : F ,! E donne par transposition une application lin�eaire

surjective tj : E� ! F �. Si u est une forme lin�eaire sur E, tj(u) est la restriction
de u �a F . Supposons qu'il existe un sous-espace � de E� stable par tf et tel

que tj induise un isomorphisme � ' F �. Alors l'orthogonal �Æ est stable par

f . Montrons que �Æ est un suppl�ementaire de F . Tout d'abord, il a la bonne

dimension car dim�Æ = dimE�dim� et dim� = dimF � = dimF . Il suÆt donc

de v�eri�er que F \ �Æ = f0g. Soit y 2 F \ �Æ. Pour tout u 2 �, on a u(y) = 0

et donc tj(u)(y) = 0. Puisque tj(�) = F �, on en d�eduit que toute forme lin�eaire

sur F annule y, et donc y est nul. Ceci montre que �Æ est un suppl�ementaire de

F stable par f .

Il reste �a expliquer comment trouver un sous-espace � de E� v�eri�ant les

propri�et�es voulues (c'est-�a-dire comment relever F � en un sous-espace de E�

1Un sous-espace vectoriel F d'un espace vectoriel E est dit monog�ene (ou cyclique) pour un

endomorphisme f : E ! E si et seulement s'il existe un vecteur x 2 F tel que F soit engendr�e

par les f i(x) (i 2 N) ; un tel vecteur x est alors appel�e vecteur cyclique de F (pour f). Pour

un endomorphisme f : E ! E d'un espace vectoriel de dimension �nie, on a l'�equivalence E

monog�ene si et seulement si dim(E) = deg(�f ) ([Gob], ch. 7, III.3 ou [Gou], bas de page 280).
2On peut remarquer que ce fait entrâ�ne le côt�e diÆcile de l'�equivalence mentionn�ee dans

la note ci-dessus : si dim(E) = deg(�f ), alors E est cyclique pour f .
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stable par tf). C'est ici qu'interviennent les propri�et�es de F . Puisque F est

monog�ene pour la restriction g de f , F � est monog�ene pour tg (remarque 2).

Soit v 2 F � un vecteur cyclique pour tg, et soit u 2 E� tel que tj(u) = v.
Prenons pour � le plus petit sous-espace de E� stable par tf et contenant u
(donc u est vecteur cyclique de � pour tf). Puisque tj Æ tf = tg Æ tj (on transpose

simplement le fait que g est la restriction de f �a F ), l'image tj(�) est stable par
tg. Comme tj(�) contient v, on a tj(�) = F �. Par ailleurs � est monog�ene pour
tf et donc dim� � deg�tf = deg�f ; en utilisant deg�f = dimF , on obtient

dim� � dimF �. De cette in�egalit�e et de tj(�) = F � on d�eduit que tj induit un

isomorphisme de � sur F �. Notre objectif est atteint.

Les notations adopt�ees ci-dessus sont proches de celles de [Gou] pour faciliter

la comparaison. Le e�k de [Gou] joue le rôle du u du paragraphe ci-dessus.

Retour sur un d�eveloppement passe-partout concernant les

invariants de similitude et la dualit�e
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mai 2004

Ce texte est tr�es proche de celui qui pr�ec�ede. Son seul but est de montrer,

avec force d�etails, un autre style possible. Il est destin�e �a ceux qui, comme moi,

raisonnent plus ais�ement avec des diagrammes qu'avec des formules. �A chacun

de trouver la fa�con d'exprimer les math�ematiques qui lui convient, et qu'il retient

le plus facilement.

On consid�ere un endomorphisme f : E �! E d'un K-espace vectoriel de

dimension �nie. On pose A = K[X ], et on d�esigne par � 2 A le polynôme mini-

mal de f , c'est-�a-dire le g�en�erateur unitaire de l'id�eal de A form�e des polynômes

P tels que P (f) = 0. Il s'agit de donner une d�emonstration, utilisant la dualit�e,

de la proposition suivante.

Proposition Soit F � E un sous-espace cyclique pour f . On suppose que

le polynôme minimal de la restriction de f �a F est �egal �a �. Alors F admet un

suppl�ementaire stable sous f .

Notons g : F �! F la restriction de f �a F , et j : F �! E l'injection du

sous-espace F dans E. On a donc

fj = jg;

Cela se traduit par la commutativit�e du diagramme suivant

F
j

����! E

g

?
?
y

?
?
yf

F ����!
j

E
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On va construire le suppl�ementaire F 0 de F comme noyau d'une application

lin�eaire

p : E �! F

ayant les propri�et�es suivantes :

1) pj = IdF (Cela implique que F 0 = Ker(p) est un suppl�ementaire de F :

en e�et, pour x 2 E,on a x = jp(x) + (x � jp(x)), avec jp(x) 2 F; et

x� jp(x) 2 Ker(p))
2) pf = gp (Pour que F 0 soit stable sous f).

F 0

��

�� E
p ��

f

��

F

g

��
F 0 �� E p

�� F

Il s'av�ere plus naturel de construire d'abord la duale de p, puis d'utiliser le
principe de dualit�e suivant.

Si V et W sont deux K-espaces vectoriels de dimension �nie, le passage aux

applications duales

HomK(V;W )! HomK(W
�; V �); (V

u
!W ) 7�! (V �

t
u
 W �)

est une application bijective.

On va donc construire une application lin�eaire E�
q
 � F � ayant les

deux propri�et�es suivantes

1*) tjq = IdF� ;

2*) qtg = tfq.

Ensuite, du principe de dualit�e on pourra d�eduire l'existence d'une unique ap-

plication p telle que tp = q (puisque u 7! tu est surjective), et qu'elle poss�edera

les propri�et�es 1) et 2) (puisque u 7! tu est injective). Ainsi la propri�et�e 1) sera

v�eri��ee puisque pj et IdF ont pour duale les applications tjtp(= tjq) et IdF� ,

lesquelles sont �egales d'apr�es 1*). De même, pf et gp sont �egales puisque leurs

duales tfq et qtg sont suppos�ees l'être.

Consid�erons une forme lin�eaire u 2 E�, et sa restriction �a F , v 2 F � ; on

a donc v = u Æ j = tj(u): Ces �el�ements u et v d�eterminent les applications

lin�eaires (en fait, A-lin�eaires) usuelles A = K[X ] �! E� et A �! F � d�e�nies

respectivement par P (X) 7! P (tf)(u) = u Æ P (f), et

P (X) 7! P (tg)(v) = v Æ P (g) = (u Æ j) Æ P (g) = u Æ P (f) Æ j = tj(P (tf)(u)):

Comme le polynôme minimal � annule f et g, on obtient, par passage au

quotient le triangle commutatif (i.e s = tjÆr) suivant d'applications A-lin�eaires :

K[X ]=(�)

r

�����������
s

��
E�

t
j

�� F �
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Cette construction utilise uniquement la stabilit�e de F sous f . On va d�eduire

des autres hypoth�eses qu'on peut choisir u pour que s soit un isomorphisme, ce

qui permettra de d�e�nir l'application cherch�ee par

q = r Æ s�1:

Le point cl�e est que l'espace F � est cyclique pour tg, et que le polynôme minimal

de tg est �egal �a � : d'apr�es [Gob], ch. 7, III.3, il suÆt de voir que le degr�e du

polynôme minimal de tg est �egal �a dim(F �) ; or, pour P 2 K[X ], les relations

P (g) = 0 et P (tg) = tP (g) = 0 sont �equivalentes d'apr�es le principe de dualit�e,

donc ce polynôme minimal est �egal �a celui de g, qui, par hypoth�ese est �egal �a
� ; de plus, dim(F �) = dim(F ).

Il existe donc une forme lin�eaire v : F ! K telle que l'�el�ement v 2 F � soit

un vecteur cyclique pour tg. Cela signi�e exactement que l'application

s : K[X ]=(�) �! F �

est un isomorphisme. Il suÆt alors de prendre pour u : E ! K une forme

lin�eaire qui prolonge v.
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