LE THEOREME DE MASCHKE
par

Stef Graillat

La preuve que nous donnons ici est tiré de [ , p-74]. On en trouve aussi une dans
[ ]. Ce théoreme trouve sa place dans la lecon :

— 124 : Sous-espaces stables d'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie. Applications.

THEOREME. — SoitK un corps de caractéristique nulle, E un K-espace vectoriel de dimension
fini et G un sous-groupe fini de GL(E). Soit F un sous-espace de E stable par tous les éléments
de G. Alors il existe un supplémentaire S deF dans E qui soit stable par tous les éléments de G.

Démonstration. — Soit H un supplémentaire quelconque de F dans E et p le projecteur sur
F parallelement a H. Notons
Po=— Y gopog’!
m geG

ou m = card(G). On a par hypothese que g(F) c F, ceci pour tout g appartenant G et de
plus, le projecteur p envoie E sur F, donc Py envoie E sur F. En outre, si x € F alors gopo
g ' (x)=gog 1 (x) = x car pog~!(x) = g7 (x) puisque g~ (x) € F. Par conséquent, pour x € F,
on a Py(x) = x ce qui implique que ImPy = F; en plus Py o Py(x) = Po(x) car Py(x) € F. En
conclusion, Py est une projection sur F parallelement a un supplémentaire S de F dans E. On
remarque aussi que, pour tout g € G, on a go Py = Py o g. En effet,

_ 1 -1 = 1 _
goPgog ' (x)=—3 ghph™'g™'=— 3 (gh)p(gh)™" =Py,
m geG m geG
car I'application h — gh est une permutation de G. Soit maintenant x € Set g€ G, on a
Po(x) = 0 et donc Py(g(x)) = g(Pp(x)) = 0 et en conséquence g(x) € S. Il en résulte que, pour
tout g € G, g(S) =S d’ot le résultat. O

Le fait que K soit de caractéristique nulle est important. Le résultat est faux sinon. Don-
nons pour cela un contre-exemple. Soit K un corps de caractéristique p et prenons E = K”.
Soit n un endomorphisme nilpotent « de Jordan », c’est-a-dire vérifiant n(e;) = e;_; sii > 1
et n(e;) =0 ot (ey,..., ep) estla base canonique de E. Il est d’'indice de nilpotence p. L'endo-
morphisme s = Id + 7 est lui d’ordre p, i.e. s” =Id et s #Id pour i < p.
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