DEVELOPPEMENT 5

THEOREME DE CARLITZ

On consideére un anneau de Dedekind A dont le groupe des classes d’idéaux C(A) est fini.
On note J la classe de I'idéal J.

Lemme. — Soit py,...,p, des idéaur premiers de A tels que p1---p, = Am alors m est irréductible
si et seulement s’il n’existe par de sous-produit strict p;, - - - p;, principal.

Démonstration. — Supposons qu'il existe § # F S {1,...,7} telle que Hp,- = A~ avec v non

i€F
inversible dans A. Alors [] p; est aussi un idéal principal non trivial de A donc H p; = Ad avec § non
EF it F

inversible dans A, d’ou

Am =p1--pr = AY0
i.e. il existe u inversible dans A tel que m = w~d. Puisque ni uy, ni § ne sont inversibles dans A, 7 n’est
pas irréductible dans A.

Ecrivons m = 74 avec 7 et § non inversibles dans A. On consideére les factorisations des idéaux Ay
et Ad en produits d’idéaux premiers de A
Ay=qi---qs et AS=dq}---qp
On a Am = A~ donc
PLecPr =01 qsqy o qy
et par unicité de la décomposition d’un idéal en produit d’idéaux premiers, il existe une partition non
triviale F, F' de {1,...,r} telle que

{ai,...,ast ={pisie F} et {qy,....qt} ={piie F'},

on a donc
Ay=T]pi et As=T]]w
i€F iEF!
et le produit p; - - - p, admet donc un sous-produit strict principal. ]
Lemme. — Soit p un idéal premier de A dont la classe p est d’ordre r dans C(A) alors on a p" = Am

avec  irréductible dans A.

Démonstration. — Puisque p est d’ordre r, on a rp = 0 et kp # 0, pour tout 0 < k < r, ce qui signifie
que p” est principal et que p* n’est pas principal. ]

Définition. — On dit que A est un anneau semi-factoriel si la longueur des factorisations d’un élément
ne dépend que de I’élément, i.e. toute égalité du type

1. Tp =T1...Tg,

ol les m;, 7; sont irréductibles dans A, implique r = s.
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Théoreme de Carlitz. — Si toute classe d’idéaux non nulle contient des idéaux premiers alors A
est semi-factoriel si et seulement si |C(A)| < 2.

Démonstration. — On note h = |C(A)|; si h = 1 alors anneau A est principal donc factoriel et a
fortiori semi-factoriel. Supposons maintenant que h = 2, on considére un élément x € A non nul non
inversible et une factorisation de x en produit d’éléments irréductibles

T=T1...TpT1...Ts

ol les 7; sont premiers et les 7; ne le sont pas. Pour 1 < ¢ < r, on pose p; = Am;, c’est un idéal premier
de A, on a alors

Ax =p1...p AT ... Ts.
Pour tout 1 < j < s, I’élément 7; n’est pas premier donc I'idéal A7; n’est pas premier ¢.e. on peut écrire
ATj = qj1...0qjs; o les q;; sont des idéaux premiers de A et ou s; > 2. Puisque C(A) = Z/2Z, la
somme de deux classes non nulles est nulle i.e. le produit de deux idéaux non principaux est principal.
Puisque 7; est irréductible, on déduit du lemme précédent que s; = 2. On a donc

Az =p1...prq91,191,2 - - - 9s,19s,2-
La décomposition d’un idéal en produit d’idéaux premiers étant unique, le nombre d’idéaux premiers
principaux intervennant dans cette décomposition l’est aussi i.e. ’entier 7 ne dépend que de z. De
méme, le nombre d’idéaux premiers non principaux intervennant dans cette décomposition 1’est aussi
i.e. 'entier s ne dépend que de z. Finalement, la longueur r 4+ s de la factorisation initiale de x ne
dépend que de .

Pour montrer la réciproque, on suppose que h > 3 et on va exhiber des factorisations d’un méme élément
qui ne comportent pas le méme nombre de facteurs. Il y a deux cas a considérer : soit il existe une classe
d’ordre m > 3, soit le groupe des classes de A est (Z/QZ)h/Q.

— Dans le premier cas, notons g une classe d’ordre m > 3, alors la classe —g est aussi d’ordre m.
Considérons dans ces deux classes deux idéaux premiers p et g. Alors les idéaux p™ et q"" sont
principaux engendrés par des éléments irréductibles de I’anneau, notons-les p” = Aw et q"* = Ar.
D’autre part, la classe g + (—g) est nulle donc 'idéal pq est principal engendré par un élément
irréductible, notons le pg = Af. On remarque alors que p"*q™ = (pq)™ donc

AT = (A9)™ = A™

ce qui signifie qu’il existe u inversible tel que w7 = uf™. Puisque m > 3, 'anneau A n’est pas
semi-factoriel.

— Dans le second cas, i.e. lorsque C(A) = (Z/ ZZ)h/ 2 on peut trouver des classes g et h distinctes telles
que la classe g + h soit non nulle et elle-méme distincte des classes g et h. Considérons alors des
idéaux premiers p, q et t respectivement dans les classes g, h et g + h. Ces trois classes sont d’ordre 2
dans C(A) donc les idéaux p?, g% et t? sont principaux engendrés par des éléments irréductibles de A,
notons-les p? = Am, g2 = At et t2 = Af. D’autre part, la classe g + h + (g + h) est elle-méme nulle
donc I'idéal pgr est principal engendré par un élément irréductible, notons-le pqr = Awy. On remarque
que p2g%t? = (pqr)? donc

ATl = (A)?
ce qui signifie qu'il existe u inversible tel que 776 = ut? et 'anneau A n’est donc pas semi-factoriel.
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