DEVELOPPEMENT 4

THEOREME DE BURNSIDE

Lemme. — u € L£(C") est nilpotent si et seulement si Tr (uP) = 0 pour tout 1 < p < n.

Démonstration. — Si u est nilpotent alors toutes ses valeurs propres sont nulles donc il en est de méme
de celles des uP, d’ou Tr (u?) = 0 pour tout 1 < p < n. Réciproquement, notons

Xu = (—1)"X*(X = A)™ - (X =A™
ou les \; sont non nuls et deux a deux distincts. Pour tout 1 < p <n, on a
AN+ -+ N[ =Tr (u?) =0
i.e. (a1,...,q,) est un zéro non trivial du systeme

MXi+ o+ ANX=0

AN X| 4+ NX, =0

1 ... 1
donc le déterminant de ce systeme est nul i.e. Ap--- A, : : =0 dou

-1 _

N SR Vo
Acca [ y=Ha) =0
1<i<j<r

ce qui est impossible puisque les A; sont non nuls et distincts deux a deux. ]
Théoréme de Burnside. — Un sous-groupe G de GL,(C) est fini si et seulement s’il est d’exposant
fini.
Démonstration. — Si G est fini alors G est d’exposant fini d’apres le théoreme de Lagrange.

Réciproquement, supposons qu’il existe un entier e > 1 tel que A¢ = 1,, pour tout A € G et considérons
une famille génératrice Cy, ..., C, de la sous-algebre G de M,,(C) engendrée par G, on définit alors une
application 7 : G — C" par

7(A) = (Tr (ACY),..., Tr (AC,)).
Si A et B vérifient 7(A) = 7(B) alors on a Tr (AM) = Tr (BM) pour tout M € G (puisque que les C;
engendrent G qui contient G).

Notons N = AB~! —1,, alors N est diagonalisable. En effet, AB~! € G donc AB~! est annulée par le
polynéme X ¢ —1 qui est scindé & racines simples donc AB~! est diagonalisable i.e. il existe P inversible
telle que PAB~1P~! = A soit diagonale mais dans ce cas PAB™'P~1 -1, = A —1,, est aussi diagonale
i.e. P(AB™! —1,)P~! est diagonale ce qui signifie que N est diagonalisable.

D’autre part, on a
Tr ((AB’l)p) =Tr (A(B’l(ABfl)pfl)) =Tr (B(B’l(ABfl)pfl)) =Tr ((AB’l)pfl)
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d’ott (de proche en proche) pour tout p € N
Tr (AB™HP) = Tr (I,,) = n.

Comme les matrices AB~! et I, commutent, on a

k
F=(ABT 1) =) (-1 P(ABTP
p=0
d’ou
k k
=> (=1 PTr ((4 Zc” DFPp=n> Ch(-1)FP
p=0 p=0
i.e. on a Tr (Nk) =n(l- 1)¥ = 0, pour tout k, et 11 decoule donc du lemme que N est nilpotente.

Puisque N est diagonalisable et nilpotente, on a N = 0 i.e. AB~! =1, d’oit A = B. On a donc montré
I'injectivité de ’application 7.

Les éléments de G sont tous annulés par le polynéme X€ — 1 qui est scindé a racines simples donc tous
les éléments de G sont diagonalisables & valeurs propres dans I'ensemble des racines e® de 1'unité; il
s’ensuit que les traces des éléments de G ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs donc 7(G)
est fini. Mais 7 est injective donc GG est aussi fini. O
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