
DÉVELOPPEMENT 7

DÉCOMPOSITION POLAIRE

Théorème. — L’application

U(n)×H++(n) → GLn(C), (U,H) 7→ UH

est un homéomorphisme.

Démonstration. — Soit M ∈ GLn(C), on a (M∗M)∗ = M∗M∗∗ = M∗M donc la matrice M∗M est
hermitienne ; d’autre part pour tout X ∈ Cn non nul

X∗(M∗M)X = (MX)∗MX = ‖MX‖2 > 0

i.e. la matrice M∗M est hermitienne définie positive. Donc il existe U ∈ U(n) telle que la matrice
U∗(M∗M)U soit diagonale à coefficients diagonaux réels strictement positifs λ1, . . . , λn. On pose alors

H = U


√
λ1

. . . √
λn

U∗.
On a H∗ = H i.e. H est hermitienne. De plus pour tout X ∈ Cn non nul

X∗HX = X∗U
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. . . √
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U∗X = (U∗X)∗


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. . . √
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U∗X > 0

i.e. H est hermitienne définie positive. On pose V = MH−1, alors

V ∗V = (MH−1)∗MH−1 = (H−1)∗M∗MH−1 = (H∗)−1U
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d’où

V ∗V = (U∗)−1
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or U ∈ U(n) donc
V ∗V = (U∗)−1U−1 = In

i.e. V ∈ U(n) et on a bien l’existence de la décomposition polaire.

On considère une décomposition polaire quelconque M = V H, alors M∗M = (V H)∗V H = H∗V ∗V H
or V est unitaire et H hermitienne donc M∗M = H2. On note m et h les deux endomorphismes de Cn

dont les matrices dans la base canonique de Cn sont respectivement M∗M et H. Si µ1, . . . , µk sont les
valeurs propres de m (qui sont réelles positives) et Eµ1 , . . . , Eµk

sont les sous-espaces propres associés
alors les Eµi sont stables par h (puisque m et h commutent) ; on peut donc considérer hi = h|Eµi

pour
tout 1 ≤ i ≤ k. Comme hi est hermitien, hi est diagonalisable et toute valeur propre λ de hi est réelle
positive et vérifie λ2 = µi donc hi =

√
µiidEµi

. Ainsi, h est complètement déterminé par m i.e. H par
M , ce qui assure l’unicité de la décomposition.
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L’application U(n)×H++(n) → GLn(C), (U,H) 7→ UH est continue. Réciproquement, considérons une
suite (Mp)p de GLn(C) qui converge vers une matrice M ∈ GLn(C). On pose M = UH et Mp = UpHp

pour tout p. Puisque le groupe U(n) est compact, la suite (Up)p admet une sous-suite convergente (Uϕ(p))p
dont on note U0 la limite ; alors la suite (Hϕ(p))p converge vers une matrice hermitienne positive H0 et,
comme H0 = MU−1

0 est inversible, H0 est définie positive. L’unicité de la décomposition polaire donne
alors U = U0 et H = H0. Cela signifie que la suite (Up)p n’admet que U pour valeur d’adhérence et
comme U(n) est compact, (Up)p converge vers U ; il en résulte que (Hp)p converge vers H. L’application
réciproque est donc bien continue.

Application. — U(n) est un sous-groupe compact maximal de GLn(C).

Démonstration. — Soit G un sous-groupe compact de GLn(C) contenant U(n), on considère un élément
A ∈ G. La décomposition polaire permet d’écrire A = UH avec U unitaire et H hermitienne définie
positive. Puisque A ∈ G et U ∈ U(n) avec U(n) ⊂ G, la matrice H = AU∗ est dans G donc (Hk)k∈Z est
une suite d’éléments de G ; puisque G est compact, cette suite est bornée. Soit λ une valeur propre de
H, puisque la matrice H est hermitienne, elle est diagonalisable, le fait que la suite (Hk)k∈Z soit bornée
implique donc que |λ| = 1. Or H est hermitienne définie positive donc ses valeurs propres sont réelles
strictement positives, on obtient donc H = In i.e. A = U ∈ U(n) donc G = U(n).

Remarque. — Soit M ∈Mn(C), par densité de GLn(C) dans Mn(C), il existe une suite (Mp)p dans
GLn(C) qui converge vers M ; pour tout p, on écrit Mp = UpHp avec Up unitaire et Hp hermitienne
définie positive. Puisque U(n) est compact, la suite (Up)p admet une sous-suite convergente (Uϕ(p))p
dont on note U la limite. Alors la suite (U∗ϕ(p)Mp)p converge vers la matrice U∗M i.e. U∗M est la limite
de la suite (Hϕ(p))p donc H := U∗M est hermitienne positive. On obtient donc bien M = UH avec U
unitaire et H hermitienne positive.
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