5 Ellipse de STEINER

On admet les deux propriétés suivantes vérifiée par une ellipse £ de foyers F et F’ dans

un plan euclidien :

— La tangente en un point M de £ est la bissectrice extérieure de ’angle F'M F'.

— Etant donné un point M de 'ellipse et un point P a 'extérieur de & tel que la droite
(PM) soit tangente a lellipse en M, l'autre tangente a l'ellipse passant par P est
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déterminée par I'égalité des angles (PM, PF') et (PF,PM’) (ou M’ est le point de
tangence). Il s’agit du lemme de PONCELET.

Evidemment il faudrait faire un dessin.

On admet aussi le théoreme de GAUSS-LUCAS : si P est un polynome a coefficients
dans C, les racines de P’ sont barycentres des racines de P (dans le plan complexe).

THEOREME. Soit P un polynome de degré 3 a coefficients dans C dont les racines zy,
29, 23 sont distinctes. Alors les racines wy et wo de P’ sont les foyers d’une ellipse €
inscrite dans le triangle de sommets zy, 2o et z3, et la tangence a lieu aux milieuxr des
trois cotés.

Preuve.
On ne perd rien a supposer que P est unitaire, ainsi P = (X — z1)(X — 22)(X — 23) et
P =3(X —w)(X — wa).

En vertu du théoreme de GAUSS-LUCAS, les points w; et we sont a U'intérieur du triangle de
sommets 21, 29 et z3.

Soit w} le symétrique de w; par rapport a la droite (z1,22). On définit Dellipse
E={z€C,|z—wi|+ |z — we| = |w] —wal|}.

Soit I Vlintersection des droites (wj,w2) et (z1,22). Alors I € £ car
I —wi| + [T —wo| = |I —wi|+ [T —ws| = |w] — ws|. De plus, on voit par construc-
tion de w] que (21, 22) est la bissectrice extérieure de 'angle wyIws, si bien que & et (z1, 22)
sont tangentes en I.

Montrons maintenant que £ est tangente a la droite (z1,23). D’apres le lemme de PON-

. . 7’ —_— —_— 7’
CELET, il suffit que les angles orientés zozjwe et wizizo sont égaux. Remarquant que
, . wo — 21 z3 — 21 N
P'(z1) = (21 — 22)(21 — z3) = 3(21 — w1)(z1 — wa), on écrit que 3 = , d’ou
22 — 21 w1 — 21

I’égalité des angles en prenant les arguments.

Le méme argument montre que & est tangente a la droite (z2, 23).
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Il reste juste a montrer que les points de tangence sont les milieux des cotés du triangle. Soit
293 le milieu du segment [2z2, z3]. Pour montrer que la tangence a lieu en zs3, il suffit de montrer
que (22, 23) est la bissectrice extérieure de I’angle wyzo3ws (car on sait déja que (22, 23) est
tangente & lellipse). On écrit que P’(z23) = (223 — 22) (223 — 23) = 3(223 — w1) (223 — w2), d’ol

Z3 — %23 W2 — 223 R .
=3 , et on a I’égalité des angles voulue en prenant les arguments. Le méme

w1 — Z23 72 — 223 S s . .

raisonnement s’applique aussi bien aux deux autres cotés. Ceci termine la preuve. ]

Lecons possibles

118 Racines des polynomes a une indéterminée. Relations entre les coefficients et les
racines d’un polynome. Exemples et applications.

136 Coniques. Applications.

139 Applications des nombres complexes a la géométrie.

144 Problemes d’angles et de distances en dimension 2 ou 3.

140 Angles : Définitions et utilisation en géométrie.

Références
‘7

20



