
10 Théorème de Frobenius-Zolotarev

Théorème (Frobenius-Zolotarev). Soit p un nombre premier > 3 et V un espace

vectoriel de dimension finie n sur Fp. On note
(

a
p

)
le symbole de Legendre, qui est

égal à 1 si a est un carré dans Fp et −1 sinon.
Soit u ∈ GL(V ). Si ε(u) désigne la signature de u en tant qu’élément de Spn, alors

ε(u) =
(

det u
p

)
.

Preuve.

GL(V ) est un sous-groupe de Spn donc la signature induit un morphisme de groupes encore
noté ε : GL(V ) → {±1} (par restriction). Le groupe {±1} étant commutatif, ε se factorise
de manière unique selon le diagramme

GL(V ) ε //

π

²²

{±1}

GL(V )/D(GL(V ))
ε̄
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Or on rappelle que D(GL(V )) = SL(V ) (ici p > 3). En effet, il est clair d’une part
que D(GL(V )) ⊂ SL(V ). Pour l’inclusion inverse, il suffit de montrer que toute trans-
vection est un commutateur, SL(V ) étant engendré par les transvections (ainsi que le
montre l’algorithme du pivot de Gauss). Soit donc une transvection u ∈ GL(V ). Comme
car(Fp) 6= 2, u2 est également une transvection. Or toutes les transvections du groupe linéaire
d’un espace de dimension finie sont conjuguées : dans une base convenable, la matrice

d’une transvection est




1 . . . 0
. . .

...
... 1 1

0 . . . 1




(c’est d’ailleurs leur forme réduite de Jordan). Il

existe donc v ∈ GL(V ) tel que u2 = vuv−1, soit encore u = vuv−1u−1 : u est un commutateur.

Par ailleurs, le morphisme surjectif det : GL(V ) → F∗p a pour noyau SL(V ) (par dé-
finition), il se factorise donc de manière unique en un isomorphisme que nous noterons
det : GL(V )/SL(V ) → F∗p de sorte que l’on a le diagramme :

GL(V )

det

zzvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

ε //

π

²²

{±1}

F∗p GL(V )/SL(V )
det

oo

ε̄
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On obtient donc un morphisme δ : F∗p → {±1} tel que δ ◦ det = ε. Le but est de montrer
qu’il s’agit en fait du morphisme (symbole) de Legendre.

Nous allons voir dans un premier temps que δ n’est pas le morphisme trivial ; il nous suffit
d’exhiber u ∈ GL(V ) tel que ε(u) = δ(detu) = −1. Pour cela on se souvient que V est
isomorphe à Fq (en tant que Fp-espace vectoriel), où q = pn. Nous admettrons ici que
le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique, soit donc ω un générateur de F∗q . La
multiplication par ω dans Fq est Fp-linéaire, c’est donc un élément u de GL(V ). De plus u
est égal en tant que permutation au cycle (1, w, w2, ..., wq−2) qui est de longueur paire q − 1,
d’où ε(u) = −1, ce qu’on voulait.

Pour conclure, on montre qu’il n’existe qu’un morphisme de groupes non trivial de F∗p vers
{±1}. On sait que le symbole de Legendre et δ sont de tels morphismes. Mais F∗p étant
cyclique, tout morphisme F∗p → {±1} est défini de manière unique (et bien défini) par l’image
d’un générateur. Il en y a donc exactement deux : le morphisme trivial et celui qui envoie
un générateur donné sur −1. On en déduit que δ est bien le symbole de Legendre, d’où
∀u ∈ GL(V ) ε(u) = δ ◦ det(u) =

(
detu

p

)
, ce qui termine la démonstration.
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