11 Comptage de racines et formes quadra-
tiques

Soit P € R[X] un polynéme de degré n. On note ay, ..., o, ses racines complexes (comp-
tées avec multiplicité). On note s; = Y, a} pour 0 < ¢ < n —1). Les s; sont réels
car ce sont des fonctions symétriques des racines. Ainsi on peut les calculer de maniere
explicite (en fonction des coefficients de P), par exemple avec les formules de NEWTON.

THEOREME. Soit q la forme quadratique sur R"™ définie par q(u) = 3 icp_y SitjUitly
ot u = (Ug, ..., up—1) € R™. Soit (s,t) la signature de q. Le nombre de racines réelles
distinctes de q est s —t, tandis que le nombre de racines complexes distinctes est s+t
(i.e. le rang de q).

Preuve. o o

On éerit q(u) = 37,570 o Tuuy osoit q(u) = Sop_, Zija?]uiuj, soit encore
qu) = S lk(u)? ot lk(u) = Z?:_ol ag'u;. Quitte & réordonner, on peut supposer
que af, ..., a, sont les racines complexes distinctes de P, avec des multiplicités respectives

M1y ey My, ainsi g = S 1 mgls = S5 (Vmkle)?

On a donc obtenu une décomposition sur C de ¢ en somme de carrés de formes linéaires, de
plus ces formes linéaires sont linéairement indépendantes car le déterminant des vecteurs
de leurs r premieres coordonnées (dans la base canonique de R™) est un facteur pres le
déterminant de VAN DER MONDE associé aux scalaires distincts aq, ..., a;.

Ainsi le rang de ¢ sur C est 7, c’est donc aussi son rang sur R (le rang d’une matrice ne
dépend pas du corps de base, car il correspond a l'annulation d’un déterminant extrait). On
a déja la deuxieme affirmation du théoréme.

Maintenant, si I, correspond & un «j non réel, alors I correspond & aj qui a la méme
Ltk P

multiplicité my que ag. Si on note vy = 5% et wy, = l’“;il’“, alors les coefficients de v, et wy,
. -2

sont réels, et my(Ip? + I1”) = 2my(vi? — wi2).

Ainsi, si a1, ..., oy sont les racines réelles distinctes de g et apy1, opi1, ...y Qpre, Qe ses Ta-

cines complexes distinctes (avec r = p+2c¢), il vient ¢ = 22:1 mklk2+zz:;’; 11

Ceci donne une décomposition de ¢ sur R en somme de carrés de formes linéaires (réelles)

2my, (vi,® —wp?).

qui sont linéairement indépendantes (on voit immédiatement que si elles étaient R-liées, alors
les Iy, seraient C-liées). La signature de ¢ est donc (p + ¢,¢), d’ou la premiere assertion du
théoreme.

]
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Lecons possibles

118 Racines des polynomes a une indéterminée. Relations entre les coefficients et les
racines d’un polynome. Exemples et applications.

131 Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité,
isotropie. Applications.

(132 Formes linéaires et hyperplans en dimension finie. Exemples et applications.)
145 Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.
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