13 Théoreme de CHEVALLEY- WARNING

On se place sur un corps fini F, de caractéristique p.

0 sim=0oug—11m
Lemme. Soit m € N. Z ™ = 1 f
z€F, —1 stnon

Preuve.
Sim=0, ,cp @™ =) 4cr, | (sachant que 0% = 1) soit > zer, ¥ = q =0 dans F,.

Si ¢ — 1t m, soit g un générateur de F,*.  — gz est une bijection de F,, on peut donc
éerire 3o cp ™ =3 e, (92)™ s0it 3o cp ™ = g™ 0 cp, @™ Comme g est un générateur
deFy* et ¢ —1tm, on a g™ # 1; on en déduit que Zzqu ™ = 0.

Enfin, si m # 0 et m est un multiple de ¢ — 1, alors 2™ = 1 Vz € F,*. Il vient
erFq 2™ =q—1=—1dans F,.

O
THEOREME (CHEVALLEY-WARNING). Soit Pi, ..., P. des polynomes non nuls de

Fo[ Xy, ..., X,], tels que > ;_, d°P; < n. Alors #Z (P, ..., Py) =0 [p].

On a noté Z(Py, ..., P;) 'ensemble des racines communes a tous les P; dans F,".

Preuve.

Posons S =[];_, (1 — Pﬂ_l). Montrons que S est la fonction caractéristique de Z (P, ..., Py)
sur F,". Si x € F," est racine de tous les P;, il est clair que S(z) = 1. Si P;(x) # 0 pour un
certain 4, alors P;(z)? " =1 si bien que S(z) = 0. Ainsi, #Z(P1, ..., P) = > wer,n ()

Ecrivons  S(X) = YoaraX® (ou les a sont des multi-indices). On
a alors > cpnS(T) = >adadger,n @ Fixons  « = (a1, .eey ),
alors >, cp na® S > siew, T, Comme S AP, < m, on a
dS = (¢q—1)>_,dP; < n(¢g —1). Il s’ensuit que dans tout monéme de S, l'un au
moins des «; est < g — 1. D’apres le lemme précédent, on a alors inqu ;™ = 0.
Finalement, on a }° cp » S(x) = 0 dans Fg, ce qui prouve que p | 3, cp » S(@). [l

Lecons possibles
(109 Anneaux Z/nZ. Applications.)
(110 Nombres premiers. Applications.)
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112 Corps finis. Applications.
117 Algebre des polyndémes a n indéterminées (n > 2). Polyndémes symétriques.
Applications.
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