DEVELOPPEMENT 14

UN HOMEOMORPHISME REALISE PAR L’EXPONENTIELLE

Proposition. — L’exponentielle de M,,(R) réalise un homéomorphisme entre Sym(n) et Sym™*™(n).
L’exponentielle de M,,(C) réalise un homéomorphisme entre H(n) et H(n).

Démonstration. — On fait la preuve dans C, celle dans R est analogue. Soit A hermitienne, alors il
existe U € U(n) telle que
Al 0
A=U U
0 An
or, pour tout k, on a
A1 0 Ak 0
(U U*)k:U U*
0 An 0 Ak
d’ou
eM 0
exp(A) =U U*
0 et
donc exp(A) est hermitienne définie positive.
Si A est hermitienne définie positive alors
Al 0
A=U . U~
0 An
avec U unitaire et Aq,..., A, > 0 donc la matrice hermitienne
log A1 0
B=U .. U*
0 log A\,

vérifie A = exp(B) i.e. I'exponentielle est surjective de H(n) sur H*(n).

Considérons maintenant H; et Hy hermitiennes telles que exp(H;) = exp(Haz). Puisque exp(H;) est
un polynoéme en Hi, la matrice H; commute avec exp(Hz). D’autre part, en diagonalisant Hy puis en
utilisant un polynéme tel que P(e*) = A pour toute valeur propre A de Ho, on montre que Hy est un
polynéme en exp(Hs); il en résulte que Hy et Hy commutent donc Hy et Ho (qui sont diagonalisables
puisque hermitiennes) sont diagonalisables dans une méme base i.e. il existe une matrice P € GL,,(C)
telle que Hy = PD{P~! et Hy = PDyP~! ou D; et Do sont diagonales réelles. Comme exp(D;) =
exp(D3) et puisque les valeurs propres de H; et Hy sont réelles, il vient D1 = Dy d’ou Hy = Hy. Donc
'exponentielle est injective de H(n) dans H(n).

L’exponentielle étant continue, il reste a établir que sa réciproque est continue. On considere une suite
(Ap)p de HTT(n) tendant vers A € H*(n), on note A, = exp(B,) et A = exp(B), il s’agit de montrer
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que la suite (B)), de H(n) tend vers B. On munit C" de la norme 2 alors la norme induite sur M,,(C) est

la norme définie par || A2 = v/p(A*A); lorsque A est hermitienne, on a donc || Al|2 = p(A). Puisque les
matrices A, sont hermitiennes définies positives, les valeurs propres des A, sont dans ]0,4+oo[. D’autre
part, la suite (Ap)pen tend vers A donc est bornée mais || A4yl = p(A4,) donc les valeurs propres des
Ap sont bornées ; de méme, la suite (A, Dpen tend vers A™! donc est bornée et les valeurs propres des
Ay I sont bornées. Il en résulte que les valeurs propres des matrices A, sont contenues dans un compact
de 10, 4+00[. En considérant I'image de ces valeurs propres par la fonction logarithme, on obtient que
les valeurs propres des matrices B), sont elles-aussi bornées. Comme p(B,) = || B,||, on en déduit que
la suite (Bp), est bornée. Considérons une valeur d’adhérence By de la suite (B,),, le fait que la suite
(Ap)p tende vers A implique que exp(By) = exp(B) et 'injectivité sur H(n) donne By = B i.e. la suite
bornée (B)), n’admet que B pour valeur d’adhérence donc (B,), converge vers B.

Il reste & montrer que [|A]l2 = p(A) pour toute matrice hermitienne A. En fait, si A € M,,(C) est
une matrice normale alors A se diagonalise en base orthonormée i.e. il existe une base orthonormée
(e1,...,en) de C™" et des scalaires Ai,..., A, tels que Aey, = Apeg pour tout 1 < k < n. Considérons
X =z1e1 + -+ xpe, avec \x1]2 4+ 4 |avn|2 =1 alors

IAXI3 = D el Ael® < p(A)? Y Jaxl® = p(A)?
k=1 k=1

donc [|Al2 < p(A). Soit k tel que p(A) = |A| alors
p(A) = [Ak| = [| Aexll,
d’ou [|Afl2 = p(A).
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